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２􀆰 注重课程思政的渗透ꎮ 每章的开始对本章重要的数学思想和相关的史实进行介绍ꎬ
引入古今中外数学家的名言ꎬ 课程中适时嵌入爱国主义教育的相关内容ꎬ 将价值塑造、 知

识传授和能力培养有机融为一体

本书具有如下特点ꎮ
１􀆰 突出应用能力的培养ꎮ 针对学生实际ꎬ 从基础理论到实际应用逐层推进ꎬ 书中富

含具有实际应用背景的例题和习题ꎬ 旨在锻炼学生学以致用的能力ꎬ 不仅实现授之以鱼ꎬ
而且力求授之以渔ꎮ 通过多角度的实际应用来欣赏数学之美

本书是与 ２０２２ 年江苏省 “十四五” 职业教育首批在线精品课程 “高等数学 (一) ”
配套的纸质教材ꎬ 有完整的教案、 课件、 教学视频和资源库ꎮ 第一章至第六章主要包含:
函数与极限、 函数的连续性、 导数及其应用、 微分、 不定积分和定积分ꎮ 第七章多元函数

的微积分为选学部分ꎬ 旨在与一元函数的微积分进行类比提升ꎮ 党的二十大报告提出ꎬ 高

质量发展是全面建设社会主义现代化国家的首要任务ꎮ 高等数学课程不仅是一门重要的公

共基础课ꎬ 也是进一步学习现代科学知识的必修课ꎬ 在培养学生的逻辑推理能力、 几何直

观能力与计算能力方面起着不可替代的作用ꎬ 是培养高质量发展创新型人才的基础ꎮ

ꎮ

ꎮ
３􀆰 凸显数学实验的魅力ꎮ 本书提供了 １７ 个探究案例ꎬ 让学生经历猜想、 验证、 探究

和证明的过程ꎬ 在函数的变化、 参数的动态调整过程中ꎬ 感受数学实验带来的乐趣ꎮ
４􀆰 关注数学问题的梯度ꎮ 每小节都配备了一定数量的练习题ꎬ 每章的最后还配备了

总习题ꎬ 题型采用 “高等数学” 考试的试题形式ꎬ 分为选择题、 填空题、 计算题和证明题

等ꎬ 题目按照由易到难的原则设计ꎬ 并配有适量的真题ꎮ
本书由顾新辉、 曹军担任主编ꎮ 参与本书编写工作的人员有许冬云、 褚智伟、 董晓

媛、 杨宁、 姜黎鑫、 褚正清、 孙军等ꎮ 本书的编写得到学校和出版社的大力支持与帮助ꎬ
在此一并表示感谢!

由于编者水平有限ꎬ 书中的疏漏、 错误在所难免ꎬ 恳请同行和读者批评指正ꎬ 以便修

订时完善ꎮ

编　 者





第一章　追潮古人智慧　感受分析思想———函数与极限 １􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

课程思政元素 １􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第一节　函数 ３􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第二节　数列的极限 １１􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第三节　函数的极限 １７􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第四节　两个重要极限 ２５􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第五节　无穷小与无穷大 ３２􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

鱼骨图小结 ３６􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

总习题一 ３６􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第二章　品味生活气息　体悟严谨细致———函数的连续性 ３９􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

课程思政元素 ３９􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第一节　函数的连续性 ４０􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第二节　连续函数的运算法则 ４６􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

鱼骨图小结 ５１􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

总习题二 ５１􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第三章　惊叹国家速度　明晰变化速率———导数及其应用 ５３􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

课程思政元素 ５３􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第一节　导数的概念 ５４􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第二节　函数的求导法则 ６３􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第三节　隐函数的导数 ６８􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第四节　中值定理 ７３􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第五节　洛必达法则 ８０􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺
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第六节　函数的单调性与凹凸性 ８４􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第七节　函数的极值与最值 ９０􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第八节　函数图形的描绘 ９６􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

鱼骨图小结 ９９􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

总习题三 １００􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第四章　融合日常生活　体会细微乐趣———函数的微分 １０３􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

课程思政元素 １０３􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第一节　微分的定义 １０３􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第二节　基本初等函数的微分公式与微分的近似计算 １０７􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

∗第三节　曲率 １１３􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

鱼骨图小结 １１７􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

总习题四 １１８􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第五章　探寻规则变幻　追求完美卓越———不定积分 １１９􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

课程思政元素 １１９􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第一节　不定积分的概念 １１９􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第二节　不定积分的第一类换元积分法 １２６􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第三节　不定积分的第二类换元积分法 １３０􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第四节　不定积分的分部积分法 １３３􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

鱼骨图小结 １３６􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

总习题五 １３６􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第六章　畅游微积世界　品味数学神奇———定积分 １３９􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

课程思政元素 １３９􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第一节　定积分的概念 １４０􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第二节　定积分的基本性质 １４５􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第三节　微积分学基本定理 １４８􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺

第四节　定积分的换元积分法和分部积分法 １５２􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺􀆺
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第 一 章

追潮古人智慧　感受分析思想———函数与极限

我国古代名著«庄子􀅰天下篇»中有一句名言:“一尺之棰,日取其半,万世不竭．”其

意思为:一尺的木棍,每天截取它的一半,永远都截不完．这反映了２０００多年前我国古

人所持有的极限观念．

庄子

　　
刘徽

　　
李善兰

我国魏晋时期的数学家刘徽(约２２５—２９５)在«九章算术»“割圆术”中描述道:“割之弥

细,所失弥少,割之又割以至于不可割,则与圆周合体而无所失矣．”这一无限趋近的过程

体现了极限思想的雏形．
极限思想体现了中华文明在数学上的贡献,是中华文化优秀传承中的重要代表．
李善兰是中国近代著名的数学家、天文学家、力学家和植物学家,他创立了二次平方

根的幂级数展开式,研究各种三角函数、反三角函数和对数函数的幂级数展开式(现称“自

然数幂求和公式”),这是李善兰也是１９世纪中国数学界最重大的成就．在嘉兴坐馆期间,
李善兰创立了“尖锥术”,指出“盈尺之书,由叠纸而得;盈太之绢,曲积丝而成也􀆰”,这

就是他的微积分思想,与西方牛顿、莱布尼兹的微积分思想如出一辙．他还利用“垛积术”
推出著名的“李善兰恒等式”,这是世界上第一个用中国人名字命名的数学公式．用现代语

言描述如下:

∑
k

i＝０

k
i
æ

è
ç

ö

ø
÷

２ n＋２k－i
２k

æ

è
ç
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ø
÷＝

n＋k
k

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

李善兰,晚清科学的先驱与数学巨擘．这位１９世纪的伟大科学家,以其卓越的才华
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和深厚的学识,成为中国科学史上的璀璨明星．李善兰生于１８０２年,浙江海宁人．他生活

在一个充满变革的时代,晚清时期的中国正面临着前所未有的挑战与机遇．在家庭的教育

下,李善兰自幼便对数学产生了浓厚的兴趣．他凭借自身的勤奋与天赋,深入研究数学领

域,并在１９世纪的中国率先引入了西方先进的数学知识．
李善兰不仅是一位杰出的数学家,更是一位科学思想的传播者．他深知科学对于国家

的重要性,因此在传播数学知识的同时,也致力于推动科学的普及．他通过撰写科学杂

志、翻译西方科学著作等方式,让更多的中国人了解到了科学的魅力．在他的努力下,科

学观念开始在中国社会中得到广泛的传播．
除了数学与科学,李善兰在多个领域都有着深厚的造诣．他精通文学、历史、哲学等

多个学科,这些知识为他日后的科学研究提供了坚实的支撑．他能够将各学科的知识融会

贯通,从而在科学研究上取得更加卓越的成就．
值得一提的是,李善兰在晚年时期投身于天文学的研究．他通过观测天象、分析数据

等方式,为中国天文学的发展做出了杰出的贡献．他的研究成果不仅提升了中国天文学在

国际上的地位,更为后来的科学研究提供了宝贵的资料．
李善兰的成就并非一蹴而就,而是源于他对科学的执着追求与不懈努力．他时刻保持

着对新知识的渴望,不断挑战自我、突破自我．正是这种精神,使他能够在科学的道路上

越走越远．
李善兰的生涯可谓波澜壮阔,他的成就在中国科学史上留下了浓墨重彩的一笔．他不

仅是一位杰出的科学家,更是一位伟大的教育家、思想家．他的影响并不局限于科学领

域,而是更深远地影响了中国的思想文化和社会发展．他的生涯见证了中国近代史上的巨

变,也展现了一位伟大科学家对国家、对人类的无私奉献．

数学是无穷的科学,其真理深邃且美丽．
———李善兰

数学是唯一与时不变的真理,数学的美和真将引领百科,带动科学走向世界的最

前沿．
———丘成桐

函数概念是近代数学思想之花．
———托马斯

初等数学主要研究对象是常量,而高等数学主要研究对象是函数．所谓函数就是指变

量之间的一种依赖关系．极限概念是研究函数概念的理论基础,极限方法则是研究微积分

学的一种基本分析方法．本章将介绍函数、极限的基本知识和基本方法,为后续章节的学

习奠定扎实的基础．

—２—

高等数学



第一节　函　　数

一、 映射

映射是现代数学中的一个基本概念,函数是一种特殊的映射,函数是微积分的主要研

究对象􀆰本节主要介绍映射、函数、复合函数等基本概念．
定义１ 　设X,Y 是两个非空集合

    
,如果存在一个对应法则f,使得对X 中每一个

   
元素x,按照对应法则f,在Y 中有唯一

  
确定的元素y 与之对应,那么称f 为从X 到Y

的映射
  

,记作

f:X→Y
其中y 称为元素x 在映射f 下的像,记作f(x),即y＝f(x)􀆰元素x 称为元素y 的一个

原像􀆰集合X 称为映射f 的定义域,记作Df,X 中所有元素的像组成的集合称为映射f
的值域,记作Rf,即

Rf＝{f(x)|x∈X}

　设f:R→R,对每一个x∈R,f(x)＝x２􀆰显然,f 是一个映射,f 的定

义域是R,值域是Rf＝{y|y≥０}．

　设f:R→R,对每一个x∈R,f(x)＝x３􀆰显然,f 是一个映射,f 的定

义域是R,值域也是R􀆰即Rf＝R．

　设X＝{(x,y)|x２＋y２＝１},Y＝{(０,y)||y|≤１},f:X→Y,对

于每一个(x,y)∈X,都有唯一确定的(０,y)∈Y 与之对应．显然,f 是一个映射,f 的

定义域是X,值域是Y􀆰几何上,这个映射表示将平面上单位圆(圆心在原点,半径为１的

圆)周上的点投影到y 轴的区间[－１,１]上．
从映射的定义可以看出,构成一个映射必须具备三个要素:集合X(定义域);集合Y

(值域的范围:Rf⊂Y);对应法则f,使得对每一个x∈X,在Y 中都有唯一确定的y＝
f(x)与之对应．

从上面的例子可以发现,映射的值域Rf⊂Y,元素y∈Rf 的原像不一定是唯一的．
本书将要研究的是从实数集(或者其子集)X 到实数集Y 的映射,通常称为定义在X

上的函数．

二、 函数

定义２ 　设数集D⊂R,则称映射f:D→R为定义在D 上的函数,通常记为

y＝f(x),x∈D,
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其中,x 称为自变量;y 称为因变量．
函数的定义中,对于每一个x∈D,按照对应法则f,在R中都有唯一确定的值y 与

之对应,这个对应的值称为函数f 在x 处的函数值,记为f(x),即y＝f(x)􀆰D 称为定

义域,全体函数值所构成的集合称为函数的值域,记为Rf 或者f(D),即

f(D)＝{y|y＝f(x),x∈D}．
一个函数的值域由定义域及对应法则完全确定􀆰函数的定义域可以用区间来表示,也

可以用集合来表示．
１􀆰函数的两个要素

例１中,定义域D＝R,值域为Rf＝{y|y≥０}􀆰例２中,定义域D＝R,值域也

为R．

　求下列函数的定义域．

(１)f(x)＝
３
x;　　　　　　　　　(２)f(x)＝

１
１－x２;

(３)f(x)＝ x－１; (４)f(x)＝ln(x２＋２x－３)．
解　(１)定义域为R．
(２)分母不能为零,所以１－x２≠０,解得x≠±１,所以函数的定义域为D＝{x|x≠±

１,x∈R},也可写为D＝(－∞,－１)∪(－１,１)∪(１,＋∞)．
(３)偶次根式中的被开方式必须非负,所以x－１≥０,解得x≥１,所以函数的定义域为

D＝{x|x≥１},也可写为D＝[１,＋∞)．
(４)在对数式中,真数必须大于零,所以x２＋２x－３＞０,解得x＞１或x＜－３,所以函

数的定义域为D＝{x|x＞１或x＜－３},也可写为D＝(－∞,－３)∪(１,＋∞)．
确定函数有两个要素———定义域和对应法则􀆰所以,要判断两个函数是否相同,只要判

断其定义域和对应法则是否完全相同即可．

　判断函数f(x)＝x＋１和g(x)＝
x２－１
x－１

是否为同一个函数．

解　f(x)＝x＋１的定义域为(－∞,＋∞),而g(x)＝
x２－１
x－１

的定义域为(－∞,１)∪

(１,＋∞),因此,虽然这两个函数在x≠１时,f(x)＝g(x),但它们的定义域不同,所以

它们是两个不同的函数．

　设f(x)＝
１
x
,求f(２),f(a),f[f(x)]．

解　f(２)＝
１
２
,

f(a)＝
１
a
,

f[f(x)]＝f
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷＝
１
１
x

＝x．
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２􀆰函数的表示方法

表示函数的主要方法有三种:解析法(公式法)、表格法和图形法．

图１Ｇ１Ｇ１

解析法　用解析表达式表示函数的方法叫作解析法,也

叫作公式法􀆰例如f(x)＝
１
x
,s＝vt都是用解析法表示的函

数．其优点是便于理论推导和数值计算．用解析法表示函数有

时需用几个数学式子来表示,例如符号函数

f(x)＝sgnx＝
－１, x＜０
０, x＝０
１, x＞０

ì

î

í

ï
ï

ïï

,

如图１Ｇ１Ｇ１所示．
在自变量的不同取值范围内,对应法则用不同的式子表示的函数,称为分段函数

    ．
表格法　指以表格形式表示函数的方法叫作表格法􀆰这种方法常用于设计工作,如列车

时刻表、三角函数表(如表１Ｇ１Ｇ１)等􀆰其优点是简单明了,便于应用．

表１Ｇ１Ｇ１　三角函数表

　　α

函数　　

０° ３０° ４５° ６０° ９０° １２０° １３５° １５０° １８０°

０ π
６

π
４

π
３

π
２

２π
３

３π
４

５π
６ π

sinα ０ １
２

２
２

３
２

１ ３
２

２
２

１
２ ０

cosα １ ３
２

２
２

１
２ ０ －

１
２ －

２
２

３
２

－１

tanα ０ ３
３

１ ３ ∞ － ３ －１ －
３
３

０

cotα ∞ ３ １ ３
３

０ －
３
３

－１ － ３ ∞

图形法　以图形表示函数的方法叫作图形法􀆰这种方法在工程技术上应用较为普遍,例

如生产的甘特图、仪器的记录等􀆰其优点是直观性强,可观察函数的变化趋势．
３􀆰单值函数和多值函数

在函数的定义中,对每一个x∈D,如果对应的函数值y 总是唯一的,这样的函数称为

单值函数．如果给定一个对应法则,对每一个x∈D,总有确定的y 值与之对应,但这个y
不总是唯一的,这种法则确定的函数称为多值函数．本书中的函数如果没有特别说明,都是

指单值函数．
例如,设变量x 和y 之间的对应法则由方程x２＋y２＝１给出,显然,对于每个x∈

[－１,１],由方程x２＋y２＝１可确定对应的y 值,当x＝±１时,对应y＝０一个值;当x
取(－１,１)内任意一个值时,对应的y值有两个．所以这个方程就成了一个多值函数．

４􀆰反函数

定义３ 　设函数y＝f(x),x∈D,值域为Rf􀆰如果对每一个y∈Rf,都有唯一一个

—５—
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x∈D,使得f(x)＝y,那么就确定了一个以y为自变量的函数,称为函数y＝f(x)的反函
  

数
 
,记作x＝f－１(y)．

习惯上,用x 表示自变量,y表示因变量􀆰因此,一般地,y＝f(x),x∈D 的反函数

记作y＝f－１(x),x∈f(D)．
例如,函数y＝

３
x,定义域和值域都为R,对于每一个y∈R,都有唯一一个x∈R,使

得x３＝y􀆰从而函数y＝
３
x的反函数为x＝y３,y∈R,习惯起见,反函数记为y＝x３,

x∈R,如图１Ｇ１Ｇ２所示．

又如y＝sinx,x∈ －
π
２
,π
２

é

ë
êê

ù

û
úú 的反函数为y＝arcsinx,x∈[－１,１]

图１Ｇ１Ｇ２

　　　　　　　
图１Ｇ１Ｇ３

５􀆰函数的几种特性

一般地,为了更全面地了解函数的性态,通常从有界性、单调性、奇偶性和周期性这四

个方面加以研究．
(１)有界性

定义４ 　设函数f(x)在区间I上有定义,如果存在
  

常数M＞０,使得对于任意
  

的x∈
I,都有|f(x)|≤M,则称函数f(x)在I上有界,或者称f(x)是I上的有界函数

    ．如果

这样的正数M 不存在,则称函数f(x)在I上无界,或者称f(x)是I上的无界函数
    ．

例如,函数f(x)＝sinx 在(－∞,＋∞)内是有界函数,因为存在常数１,使得对于任

意的x∈(－∞,＋∞),都有|f(x)|≤１．

又如函数f(x)＝
１
x

在(０,１)内是无界函数,因为不存在这样的正数M,使 １
x ≤M 对

于x∈(０,１)内的一切x 都成立,如图１Ｇ１Ｇ３所示．

可以用反证法证明􀆰假设存在M０＞０(不妨设M０＞１),使 １
x ≤M０ 对于x∈(０,１)内

的一切x 都成立,事实上,只要取x＝
１

M０＋１
,则有 １

x ＞M０,与假设矛盾,所以函数

—６—
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f(x)＝
１
x

在(０,１)内是无界函数．

(２)单调性

定义５ 　设函数y＝f(x)的定义域为D,区间I⊂D,如果对于区间I 上任意两点

x１ 及x２,当x１＜x２ 时,恒有

f(x１)＜f(x２)
那么称函数y＝f(x)在区间I上是单调增加

    
的,如图１Ｇ１Ｇ４所示．

图１Ｇ１Ｇ４

　　　　　
图１Ｇ１Ｇ５

如果对于区间I上任意两点x１ 及x２,当x１＜x２ 时,恒有

f(x１)＞f(x２),
那么称函数y＝f(x)在区间上是单调减少

    
的,如图１Ｇ１Ｇ５所示．

例如,函数f(x)＝x３ 在区间(－∞,＋∞)上是单调增加的,如图１Ｇ１Ｇ６所示．
又例如,函数f(x)＝|x|在区间(０,＋∞)上是单调增加的,在区间(－∞,０)上是单

调减少的,如图１Ｇ１Ｇ７所示．

图１Ｇ１Ｇ６

　　　　　　　
图１Ｇ１Ｇ７

(３)奇偶性

定义６ 　设函数f(x)的定义域D 关于原点对称􀆰如果对于任意的x∈D,都有

f(－x)＝f(x),
则称f(x)是偶函数

   
;如果对于任意的x∈D,都有

—７—
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f(－x)＝－f(x),
则称f(x)是奇函数

   􀆰
例如,f(x)＝x２ 是偶函数,因为对任意的x∈(－∞,＋∞),都有

f(－x)＝(－x)２＝x２＝f(x)．
又如f(x)＝sinx 是奇函数,因为对任意的x∈(－∞,＋∞),都有

f(－x)＝sin(－x)＝－sinx＝－f(x)．
既不是奇函数也不是偶函数的函数称为非奇非偶函数．例如函数f(x)＝x２＋x３ 就是非

奇非偶函数．
偶函数的图形关于y轴对称,奇函数的图形关于原点对称．

　证明函数f(x)＝ln(x＋ １＋x２)是奇函数．

证明　函数f(x)的定义域为R,关于原点对称,又对于任意的x∈R,都有

f(－x)＝ln[－x＋ １＋(－x)２]＝ln(－x＋ １＋x２)＝ln
１

x＋ １＋x２
＝－f(x),

所以函数f(x)为奇函数．
(４)周期性

定义７ 　设函数f(x)的定义域为D􀆰如果存在一个正数T,使得对于任意的x∈D,
都有

f(x＋T)＝f(x),
则称f(x)为周期函数,T 称为f(x)的周期,通常我们说周期函数的周期

  
是指最小正周期

􀪍􀪍􀪍􀪍􀪍
．

例如,函数f(x)＝sinx,f(x)＝cosx 都是以２π为周期的周期函数;函数f(x)＝
tanx 是以π为周期的周期函数．

并非每个周期函数都有最小正周期．Dirichlet函数就属于这种情况．

　Dirichlet函数

D(x)＝
１, x∈Q
０, x∈Q∁{

容易验证这是一个周期函数,任何正有理数r都是它的周期．因为不存在最小的正有理

数,所以它没有最小正周期．
６􀆰复合函数

实际问题中建立变量之间的函数关系往往非常复杂,自变量与因变量之间不一定有直接

的依赖关系,因而常常借助中间变量来建立所需要的函数关系．

例如,球的体积V 是其半径r的函数:V＝
４
３πr

３􀆰由于热胀冷缩,球的半径又随着温度

T 变化而变化,假定r随T 变化的规律是r＝r０(１＋０􀆰０１T),其中r０ 为常数．将其代入V＝
４
３πr

３,即得到V 对T 的函数关系式V＝
４
３π
[r０(１＋０􀆰０１T)]３．

函数V＝
４
３π
[r０(１＋０􀆰０１T)]３ 可以看成由函数V＝

４
３πr

３ 和函数r＝r０(１＋０􀆰０１T)复合

—８—
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而成的．
定义８ 　设函数y＝f(u)的定义域为Df,函数u＝g(x)的定义域为Dg,且其值域

Rg⊂Df,则由下式确定的函数

y＝f[g(x)],x∈Dg

称为由函数u＝g(x)与函数y＝f(u)构成的复合函数,它的定义域为Dg,变量u称为中间

变量．
上述例子中的r是中间变量．

　　注　①不是任何两个函数都可以构成复合函数．
②复合函数不仅可以有一个中间变量,也可以有多个中间变量．

　函数y＝arcsinu和u＝２＋x２ 能否构成复合函数?

解　y＝arcsinu 的定义域为[－１,１],u＝２＋x２ 的值域为[２,＋∞),显然[２,＋
∞)⊄[－１,１],所以函数y＝arcsinu 和u＝２＋x２ 不能构成复合函数．

　函数y＝eu 和u＝－x 能否构成复合函数?

解　y＝eu 的定义域为R,u＝－x 的值域为 R,显然 R⊂R,所以y＝eu 和u＝－x
能构成复合函数y＝e－x．

７􀆰初等函数

在中学里学过的常数函数f(x)＝C(C 为常数)、幂函数y＝xμ(μ∈R为常数)、指数

函数y＝ax(a＞０且a≠１)、对数函数y＝logax(a＞０且a≠１)、三角函数和反三角函数

统称为基本初等函数
      ．

由常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的函数复合步骤所构成并可用

一个式子表示的函数,称为初等函数
    ．例如

y＝ １－x２,y＝sin３x,y＝tan
x
２
,y＝ln(x＋ １＋x２)

等都是初等函数．本书中所讨论的函数绝大部分都是初等函数．

习题１Ｇ１

１􀆰设f: －
π
２
,π
２

é

ë
êê

ù

û
úú→[－１,１],对每一个x∈ －

π
２
,π
２

é

ë
êê

ù

û
úú,f(x)＝sinx 是否是一

个映射? 如果是,其定义域和值域分别是什么?

２􀆰求下列函数的定义域:

(１)f(x)＝
３
３x＋３;　　　　　　　　　　　(２)f(x)＝

１
９－x２

;

(３)f(x)＝ln(x２－４x＋３); (４)f(x)＝sin x．
３􀆰下列各题中,函数f(x)和g(x)是否相同? 为什么?

(１)f(x)＝|x|,g(x)＝ x２; (２)f(x)＝x,g(x)＝
３
x３;
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(３)f(x)＝lgx２,g(x)＝２lgx; (４)f(x)＝x－１,g(x)＝
x２－１
x＋１．

４􀆰 求 分 段 函 数 f(x)＝
２－x, １＜x＜３
x２, |x|≤１{ 的 定 义 域,并 计 算 f(０),f

４
３

æ

è
ç

ö

ø
÷,

f(－１)的值．
５􀆰求下列函数的反函数:

(１)f(x)＝
３
x＋１; (２)f(x)＝

５x＋３
２x＋１．

６􀆰函数f(x)＝
１
x

在区间(１,２)内是否有界?

７􀆰函数f(x)＝cosx 在区间(－∞,＋∞)内是否有界?

８􀆰求函数f(x)＝x２－x 的单调区间．
９􀆰求函数f(x)＝sinx 的单调增区间．
１０．判断下列函数的奇偶性:
(１)f(x)＝x２(１－x２); (２)f(x)＝xcosx;

(３)f(x)＝
sinx
x
; (４)f(x)＝lg(１＋x２－x)．

１１􀆰下列哪些函数是周期函数? 并求其最小正周期．
(１)y＝sin２x; (２)y＝|cosx|;
(３)y＝xcosx; (４)y＝cos２x．
１２􀆰在下列各题中,求出由所给函数构成的复合函数,并求该函数分别对应于给定自

变量值x１ 和x２ 的函数值．

(１)y＝u２,u＝sinx,x１＝
π
４
,x２＝

π
３
;

(２)y＝eu,u＝x２,x１＝－１,x２＝０．
１３􀆰写出下列函数的复合过程:

(１)y＝ x２－４x＋３; (２)y＝sin２x;
(３)y＝ln(２x＋３); (４)y＝e２x．
１４􀆰设f(x)的定义域D＝[０,１],求下列函数的定义域:
(１)f(x２); (２)f(sinx)．
１５􀆰有一块边长为a 的正方形铁皮,将它的四角剪去适当的大小相等的小正方形,制

成一个无盖盒子,求盒子的容积V 与小正方形边长x 的函数关系式．
１６􀆰华氏温度(用F 表示)和摄氏温度(用C 表示)的转换公式为F＝１􀆰８C＋３２,求:
(１)９０°F的对应摄氏温度和－３°C的对应华氏温度;
(２)是否存在一个温度值,使华氏温度计和摄氏温度计的读数是一样的? 如果存在,

那么该温度值是多少?
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数列极限的概念

第二节　数列的极限

极限是高等数学中一个最为基本的概念,极限以及极限的思维方法贯穿高等数学的始

终,在微积分中,许多概念如连续、导数、定积分、无穷级数等都是通过极限来定义的,
极限方法是高等数学中的一个基本方法,是区别于初等数学的主要标志．

一、 数列的极限

引例１　我国古代很早就有极限思想的萌芽,在«庄子􀅰天下篇»中有“一尺之棰,日取

其半,万世不竭．”意思是:一尺的木棍,每日截取它的一半,永远都截不完．如果把每天

截取后剩余部分的长度依次记录下来,就是

１
２
,１
４
,１
８
,􀆺,１

２n,􀆺

当n 无限增大时,剩余的长度就无限接近于０,但永远不等于０．
引例２　我国魏晋(三国)时代的数学家刘徽就用圆的内接正多边形———割圆术———来

近似计算圆的面积．

图１Ｇ２Ｇ１

如图１Ｇ２Ｇ１所示,设有一圆,首先作内接正六边形,把它的面积记为A１;再作内接

正十二边形,把它的面积记为A２;再作内接正二十四边形,把它的面积记为A３;如此下

去,每次边数加倍,一般地,把内接正６×２n－１边形的面积记为An,这样,就得到一系列

内接正多边形的面积

A１,A２,A３,􀆺,An,􀆺

当n 越大时,内接正多边形的面积与圆的面积差别越小．刘徽说:“割之弥细,所失

弥少,割之又割,以至于不可割,则与圆周合体而无所失矣．”

也就是说,n 无限增大时,圆内接正多边形的面积An 就无限接近于圆的面积A．
由此可见,极限方法是在解决实际问题中逐步形成的一种基本方法．
下面先介绍数列的概念．

定义１ 　如果按照某一法则,有第一个数a１,第二个数a２,􀆺,依次排列下去,使
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得任何一个正整数n 对应着一个确定的数an,那么,我们称这列有次序的数

a１,a２,􀆺,an,􀆺
为数列,记为 an{ }􀆰数列中的每一个数叫作数列的项􀆰第n项an 叫作数列的一般项或通项．

例如数列

(１)１２n{ }　　　　　　　　　　１２,
１
４
,１
８
,􀆺,１

２n,􀆺;

(２)２n{ } ２,４,８,􀆺,２n,􀆺

(３)
(－１)n－１

n{ } １,－
１
２
,１
３
,－

１
４
,􀆺,

(－１)n－１

n
,􀆺

(４) n
n＋１{ } １

２
,２
３
,３
４
,􀆺, n

n＋１
,􀆺

(５)(－１)n＋１{ } １,－１,１,􀆺,(－１)n＋１,􀆺
可以看到,数列值an 随着n 变化而变化,因此可以把数列 an{ } 看作自变量为正整数

n 的函数,即

an＝f(n),　n∈N＋．
另外,从几何的角度看,数列 an{ }对应着数轴上一个点列,可看作一动点在数轴上依

次取a１,a２,􀆺,an,􀆺,在数轴上表示为(图１Ｇ２Ｇ２):

图１Ｇ２Ｇ２

观察上面的几个数列,可以发现,当n 无限增大时,an 的变化趋势有区别,一种是

无限接近于某个确定的常数,另一种是不无限接近于任何一个常数．除数列(２)和(５)之
外,其余３个数列当n 无限增大时,都会接近于某个确定的常数,这个常数就是数列的

极限．

例如数列 n
n＋１{ }:当n→∞时, n

n＋１
无限接近于常数１,则１就是数列 n

n＋１{ } 当n→

∞时的极限;而数列 (－１)n＋１{ }:当n→∞时,(－１)n＋１在１和－１之间来回振荡,不能无

限接近于一个确定的常数,故数列 (－１)n＋１{ } 当n→∞时没有极限．由此给出数列极限的

直观定义:

定义２ 　设 an{ }是一数列,a 是一常数．如果当n 无限增大时(即n→∞),an 无限

接近于a,则称a 为数列 an{ }当n→∞时的极限,或称数列 an{ }收敛于a,记作

lim
n→∞

an＝a 或an→a (n→∞)．

如果当n→∞时,an 不无限接近于一个确定的常数a,就说数列 an{ } 没有极限或数列

an{ }是发散的．

上面数 列 (１),(３),(４)是 收 敛 的,可 分 别 记 为lim
n→∞

１
２n ＝０,limn→∞

n
n＋１＝１

,

lim
n→∞

(－１)n－１

n ＝０􀆰而数列(２)和(５)是发散的．
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对于数列 an{ },其极限为a,即当n 无限增大
    

时,an 无限接近
    

于a．那么如何度量an

与a 无限接近呢?
我们知道,两个数之间的接近程度可以用这两个数之差的绝对值 b－a 来度量,

b－a 越小,表示a 与b越接近．

例如数列
(－１)n－１

n{ },下面通过|an－０|来描述数列 an{ }的极限为０．

由于

an－０ ＝
(－１)n－１

n ＝
１
n
,

因此,当n 越来越大时,１
n

越来越小,从而an 越来越接近于０􀆰 因为只要n 足够大,

an－０ 即１
n

可以小于任意给定的正数
       

,所以说,当n 无限增大时,an 无限接近于０．

例如,给定１
１００
,要使１

n＜
１
１００
,只要n＞１００即可．也就是说从１０１项开始都能使不等式

an－０ ＜
１
１００

成立．

给定 １
１００００

,要使１
n＜

１
１００００

,只要n＞１００００即可．也就是说从１０００１项开始都能

使不等式

an－０ ＜
１

１００００
成立．

一般地,不论给定的正数ε多么小,总存在一个正整数N,使得当n＞N 时,不等式

an－０ ＜ε

都成立．这就是数列an＝
(－１)n－１

n
(n＝１,２,􀆺)当n→∞时无限接近于０这件事的实质．

一般地,数列极限的精确定义如下􀆰
定义３ 　设 an{ }是一数列,a 是一常数．如果对任意给定

    
的正数ε,总存在

  
正整数

N,使得当n＞N 时,不等式

an－a ＜ε
都成立,则称a 是数列 an{ }的极限,或称数列 an{ }收敛于a􀆰记作lim

n→∞
an＝a．

反之,如果数列 an{ }的极限不存在,则称数列 an{ }发散．
在上面的定义中,ε可以任意给定,不等式 an－a ＜ε表达了an 与a 无限接近程度．

此外一般情况下,N 与ε有关,随着ε的给定而选定􀆰n＞N 表示了从N＋１项开始满足不

等式 an－a ＜ε．
数列极限lim

n→∞
an＝a 的定义可以表达为
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lim
n→∞

an＝a⇔∀ε＞０,∃N＞０􀆰当n＞N 时,有 an－a ＜ε．

数列 an{ }的极限为a 的几何解释:
将常数a 与数列a１,a２,􀆺,an,􀆺在数轴上用对应的点表示出来,从 N＋１项开

始,数列 an{ }的点都落在开区间(a－ε,a＋ε)内,而只有有限个(至多只有 N 个)在此区

间以外(图１Ｇ２Ｇ３)．

图１Ｇ２Ｇ３

　证明数列极限lim
n→∞

(－１)n－１

n ＝０．

证明　 an－a ＝
(－１)n－１

n －０ ＝
１
n．

对∀ε＞０,要使
(－１)n－１

n －０ ＜ε,只要１
n＜ε

,即n＞
１
ε．

这个１
ε

是一个确定的实数,而对于任何一个实数都有无穷多个大于它的正整数存在,

所以,任取一个大于１
ε

的正整数作为N,例如取N＝ １
ε

é

ë
êê

ù

û
úú＋１,则当n＞N 时,就有

(－１)n－１

n －０ ＜ε．

即

lim
n→∞

(－１)n－１

n ＝０．

　证明数列极限lim
n→∞

３n＋１
２n＋１＝

３
２．

证明　 an－a ＝ ３n＋１２n＋１－
３
２ ＝ －１

４n＋２ ＝
１

４n＋２＜
１
４n
,

对∀ε＞０,要使 ３n＋１
２n＋１－

３
２ ＜ε,只要

１
４n＜ε

,即n＞
１
４ε．

这个１
４ε

是一个确定的实数,大于１
４ε

的正整数有无穷多个存在,任取其中一个作为 N,

例如,取N＝ １
４ε
é

ë
êê

ù

û
úú＋１,则当n＞N 时,就有

３n＋１
２n＋１－

３
２ ＜ε．
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即

lim
n→∞

３n＋１
２n＋１＝

３
２．

　　说明　在利用数列极限的定义来证明数列的极限时,重要的是要指出对于任意给

定的正数ε,正整数 N 确实存在,没有必要非去寻找最小的 N,如例１和例２．

∗证明数列极限lim
n→∞

１
２n＝０．

证明　 an－a ＝ １
２n－０ ＝

１
２n．

对∀ε＞０(设ε＜１),要使 １
２n－０ ＜ε,只要

１
２n＜ε,即n＞

－lnε
ln２

取N＝ －lnε
ln２

é

ë
êê

ù

û
úú,当n＞N 时,有 １

２n－０ ＜ε􀆰由极限的定义知

lim
n→∞

１
２n＝０．

数列极限的性质

二、 数列极限的性质

下面三个定理都是有关收敛数列的性质．
定理１(极限的唯一性)　如果数列 an{ }收敛,那么它的极限唯一􀆰
证明　用反证法．
假设同时有lim

n→∞
an＝a 及lim

n→∞
an＝b,且a＜b．

取ε＝
b－a
２ 􀆰

由于lim
n→∞

an＝a,所以存在正整数N１,当n＞N１ 时,恒有不等式

an－a ＜ε＝
b－a
２

(１Ｇ２Ｇ１)

从而

an＜
b＋a
２ ．

同理,由于lim
n→∞

an＝b,所以存在正整数N２,当n＞N２ 时,恒有不等式

an－b ＜ε＝
b－a
２

(１Ｇ２Ｇ２)

从而

an＞
a＋b
２ ．

取N＝maxN１,N２{ },则当n＞N 时,式(１Ｇ２Ｇ１)和式(１Ｇ２Ｇ２)同时成立,即an＜
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b＋a
２

和a＋b
２ ＜an 同时成立,这是不可能的,故假设不成立．从而定理得证．

　　说明　可以借助基本不等式|a－b|＝|(an－b)－(an－a)|≤|an－b|＋
|an－a|＜ε＋ε＝２ε,导出矛盾．

定理２(收敛数列的有界性)　如果数列 an{ }收敛,那么它一定有界􀆰
即对于收敛数列 an{ },必存在正数M,对一切n∈N＋,有 an ≤M．
证明　设lim

n→∞
an＝a,根据数列极限的定义,取ε＝１,存在正整数 N,当n＞N 时,

不等式

an－a ＜１
都成立􀆰于是当n＞N 时,有

an ＝ an－a＋a ≤ an－a ＋ a ＜１＋ a ．
取M＝max a１ , a２ ,􀆺, aN ,１＋ a{ },那么数列 an{ } 中的一切an 都满足

不等式 an ≤M􀆰这就证明了数列 an{ }是有界的􀆰
定理２指出收敛数列一定有界,反之,有界数列未必收敛􀆰
例如数列 (－１)n{ }有界,但是不收敛．
定理３(收敛数列的保号性)　如果lim

n→∞
an＝a,且a＞０(或a＜０),那么存在正整数N,

当n＞N时,有an＞０(或an＜０)􀆰

证明　仅就a＞０的情形证明􀆰由数列极限的定义,对ε＝
a
２＞０

,存在正整数 N,当

n＞N 时,恒有

|an－a|＜
a
２
,

从而

an＞
a
２＞０．

推论　如果数列 an{ }从某项起有an≥０(或an≤０),且lim
n→∞

an＝a,那么a≥０(或a≤

０)．
证明　 (略)．

习题１Ｇ２

１􀆰观察下列数列当n→∞时的变化趋势,判断是否有极限,若存在极限请指出其极

限值．

(１)an＝
１
３n;　　　　　　　　　　　　(２)an＝(－１)n

１
n
;

(３)an＝
n－１
n＋１

; (４)an＝(－１)nn;
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(５)an＝sin
nπ
２
; (６)an＝n２．

２􀆰数列有界是数列收敛的什么条件?
∗３􀆰根据数列极限的定义证明:

(１)lim
n→∞

１
n２＝０; (２)lim

n→∞

n
n＋１＝１．

∗４􀆰设数列 xn{ }有界,又lim
n→∞

yn＝０,证明:lim
n→∞

xnyn＝０．

函数极限的概念

第三节　函数的极限

数列是特殊的函数．由于数列 an{ }可以看做是自变量为n的函数:an＝f(n),n∈N＋􀆰
所以数列 an{ }的极限为a,可以认为是当自变量n 取正整数且无限增大时,对应的函数值

f(n)无限接近于常数a􀆰对一般的函数y＝f(x)而言,如果在自变量的某个变化过程中,
函数值f(x)无限接近于某个确定的常数,那么这个常数就叫作f(x)在这一变化过程的极

限．这说明函数的极限与自变量的变化趋势有关,自变量的变化趋势不同,函数的极限一

般也会不同．
下面主要介绍自变量的两种变化趋势下函数的极限．

一、 自变量趋于无穷大时函数的极限

在实数范围内,自变量趋于无穷大包括正无穷大(＋∞)和负无穷大(－∞)两个方向,
类比数列极限,我们先研究当自变量x→＋∞时,对应的函数值的变化趋势．即自变量趋

于正无穷大时函数的极限定义．

引例　观察函数y＝
sinx
x

当x→＋∞时的变化趋势(图１Ｇ３Ｇ１)．

图１Ｇ３Ｇ１
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由图１Ｇ３Ｇ１可以看出,当x 无限增大即x 趋于正无穷大时,函数sinx
x

无限接近于０．

定义１ 　设函数f(x)当x 大于某一正数时有定义．如果存在常数A,对于任意给

定的正数ε(无论它多么小),总存在正数X,使得当x 满足不等式x＞X 时,对应的函数

值f(x)都满足不等式

|f(x)－A|＜ε,
那么常数A 就叫作函数f(x)当x→＋∞时的极限,记作

lim
x→＋∞

f(x)＝A 或f(x)→A(当x→＋∞)．

定义１可以简单地表述为

lim
x→＋∞

f(x)＝A⇔∀ε＞０,∃X＞０,当x＞X 时,有|f(x)－A|＜ε．

　证明lim
x→＋∞

１
x＝０．

证明　∀ε＞０,要证∃X＞０,当x＞X 时,不等式

１
x－０ ＜ε

成立．因为这个不等式相当于

１
x＜ε

或x＞
１
ε．

由此可知,如果取 X＝
１
ε
,那么当x＞X 时,不等式 １

x－０ ＜ε
恒成立,这就证

明了

lim
x→＋∞

１
x＝０

定义２ 　设函数f(x)当x 小于某一负数时有定义．如果存在常数A,对于任意给

定的正数ε(无论它多么小),总存在正数X,使得当x 满足不等式x＜－X 时,对应的函

数值f(x)都满足不等式

|f(x)－A|＜ε,
那么常数A 就叫作函数f(x)当x→－∞时的极限,记作

lim
x→－∞

f(x)＝A 或f(x)→A(当x→－∞)．

定义３ 　设函数f(x)当 x 大于某一正数时有定义．如果存在常数A,对于任意

给定的正数ε(无论它多么小),总存在正数X,使得当x 满足不等式|x|＞X 时,对应

的函数值f(x)都满足不等式

|f(x)－A|＜ε,
那么常数A 就叫作函数f(x)当x→∞时的极限,记作

lim
x→∞

f(x)＝A 或f(x)→A(当x→∞)．

　证明lim
x→∞

sinx
x ＝０．
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证明　由|f(x)－A|＝ sinx
x －０ ＝

|sinx|
x ≤

１
x
,要使 sinx

x －０ ＜ε,只要

１
x ＜ε,即|x|＞

１
ε􀆰

因此,对于∀ε＞０,可取X＝
１
ε
,当|x|＞X 时,不等式

sinx
x －０ ＜ε

成立．

函数极限的性质及四则运算

这就证明了lim
x→∞

sinx
x ＝０．

二、 自变量趋于有限值时函数的极限

对于函数f(x),我们知道,其自变量x 是可以取任意实数的,也就是说,自变量x
不仅可以趋于无穷大,还可以趋于某个有限值x０􀆰在本节,主要研究当x→x０ 时,函数

f(x)的变化趋势．在x→x０ 过程中,对应的函数值f(x)无限接近于常数A,可用

|f(x)－A|＜ε(ε是任意给定的正数)
来表达．又因为函数值f(x)无限接近于 A 是在x→x０ 的过程中实现的．所以,对于

∀ε＞０,只要求充分接近于x０ 的x 的函数值满足不等式|f(x)－A|＜ε􀆰而充分接近于

x０ 的x 可表述为

０＜|x－x０|＜δ(δ是任意给定的正数)
由０＜|x－x０|＜δ表示的x 的集合称为x０ 的去心δ邻域．
根据上面的分析,可给出当x→x０ 时函数极限的定义．
定义４ 　函数f(x)在x０ 的某个去心邻域内有定义,A 是一个常数．若对于任意给

定的正数ε,总存在某一正数δ,使得当x 满足不等式０＜ x－x０ ＜δ时,不等式

f(x)－A ＜ε
总成立,则称A 为函数f(x)在x→x０ 时的极限．记作

lim
x→x０

f(x)＝A 或f(x)→A(x→x０)．

y

xO

A�ε

A�ε

A

y�f 	x


δ δ
x0�δ x0�δx0

图１Ｇ３Ｇ２

　　说明　 (１)x 趋于x０ 时函数f(x)的极限,是指x 无限接近x０ 时,函数f(x)的变

化趋势,而不是求在x０ 的函数值．因此研究x 趋于x０ 时函数f(x)的极限问题,与函

数f(x)在x０ 处是否有定义无关．
(２)定义中的ε与数列极限定义中的ε具有相同的含义．
(３)δ不唯一,它往往是一个很小的正数,事实上,

δ越小越好,因为越小意味着x 与x０ 越接近,在应用

中强调的是δ的存在性．
(４)函数f(x)当x→x０ 时的极限为A 的几何解释

如下:对于任意给定的正数ε,当０＜ x－x０ ＜δ 时,
曲线y＝f(x)总位于直线y＝A－ε和y＝A＋ε之间􀆰
如图１Ｇ３Ｇ２所示．
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定义４可以简单地表述为

lim
x→x０

f(x)＝A⇔∀ε＞０,∃δ＞０,当０＜|x－x０|＜δ时,有|f(x)－A|＜ε．

　证明lim
x→x０

C＝C,C 为常数．

证明　对于任意给定的正数ε,可以取δ＝１．当０＜ x－x０ ＜δ时,

|f(x)－A|＝ C－C ＝０＜ε
总成立,故由极限定义知结论成立．

事实上,这里的δ可以取任意正数,都不会影响 C－C ＝０＜ε成立．

　证明lim
x→１

x２－１
x－１＝２．

证明　这里,函数f(x)＝
x２－１
x－１

在点x＝１处是没有定义的,但是函数当x→１时的

极限是否存在与f(x)在x＝１处有没有定义无关．事实上,对于任意给定的正数ε,可以

取δ＝ε􀆰则当０＜ x－１ ＜δ时, x２－１
x－１－２ ＝|x＋１－２|＝|x－１|＜δ＝ε

总成立,

故由极限定义知结论成立．
注意,上面的分式是可以约分的,即约去公因式x－１,因为条件０＜ x－１ 确保了

x≠１,即分母不为０􀆰如例３所述,这里的δ可以取任意比ε小的正数,都不会影响后面的

不等式成立．
在x→x０ 时函数f(x)的极限定义中,我们研究的是当x 从x０ 的左、右两侧同时趋

于x０ 时,函数f(x)的变化趋势．但有时只能或只需考虑仅从x０ 的左侧趋于x０ 的情形,
或从x０ 的右侧趋于x０ 的情形．于是我们引入左、右极限的定义．

定义５ (右极限定义)　函数f(x)在x０ 的右邻域内有定义,A 是一个常数．若对于

任意给定的正数ε,总存在某一正数δ,使得当x 满足不等式x０＜x＜x０＋δ时,不等式

f(x)－A ＜ε
总成立,则称A 为函数f(x)当x→x０ 时的右极限

   ．记作

lim
x→x＋０

f(x)＝A 或f(x＋
０ )＝A

定义６ (左极限定义)　 函数f(x)在x０ 的左邻域内有定义,A 是一个常数．若对于

任意给定的正数ε,总存在某一正数δ,使得当x 满足不等式x０－δ＜x＜x０ 时,不等式

f(x)－A ＜ε
总成立,则称A 为函数f(x)当x→x０ 时的左极限

   ．记作

lim
x→x－０

f(x)＝A 或f(x－
０ )＝A．

左极限与右极限统称为单侧极限．
根据f(x)在x→x０ 时极限的定义以及左右极限的定义,容易证明:
函数f(x)在x→x０ 时的极限存在的充要条件是左、右极限都存在并且相等,即

lim
x→x０

f(x)＝A⇔lim
x→x－０

f(x)＝lim
x→x＋０

f(x)＝A．
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　讨论函数

图１Ｇ３Ｇ３

f(x)＝
－x,x≤０
１＋x,x＞０{

当x→０时的极限．
解　函数图形如图１Ｇ３Ｇ３所示:

f(x)在x＝０处的左极限为

lim
x→０－

f(x)＝lim
x→０－

(－x)＝０;

右极限为

lim
x→０＋

f(x)＝lim
x→０＋

(１＋x)＝１．

由于lim
x→０－

f(x)≠lim
x→０＋

f(x),故lim
x→０

f(x)不存在．

上述解法中,lim
x→０－

f(x)＝lim
x→０－

(－x),是因为x→０－表示x 从０的左侧趋于０,所以有

x＜０,而此时f(x)＝－x􀆰类似地,lim
x→０＋

f(x)＝lim
x→０＋

(１＋x)成立．

三、 函数极限的性质

类比数列极限的性质,可以推得函数极限的性质􀆰由于函数极限中自变量的变化趋势

有不同的形式,下面仅以lim
x→x０

f(x)为代表讨论．

性质１(唯一性)　若lim
x→x０

f(x)存在,则其极限是唯一的．

性质２(局部有界性)　若lim
x→x０

f(x)＝A,则存在常数 M ＞０及δ＞０,当０＜

x－x０ ＜δ时,有 f(x)≤M．
证明　因为lim

x→x０
f(x)＝A,所以取ε＝１,则∃δ＞０,当０＜|x－x０|＜δ时,有

|f(x)－A|＜１⇒|f(x)|＝|(f(x)－A)＋A|≤|f(x)－A|＋|A|＜１＋|A|．
记M＝１＋|A|,则性质２就获得证明．
性质３(局部保号性)　若lim

x→x０
f(x)＝A,且A＞０(或A＜０),则存在δ＞０,当０＜

x－x０ ＜δ时,有f(x)＞０(或f(x)＜０)．

证明　不妨设A＞０,因为lim
x→x０

f(x)＝A＞０,所以取ε＝
A
２
,则∃δ＞０,当０＜|x－

x０|＜δ时,有

|f(x)－A|＜
A
２⇒f

(x)＞A－
A
２＝

A
２＞０．

类似地,可以证明A＜０的情形．

四、 极限的四则运算

利用极限的定义只能计算一些非常简单的函数的极限,而实际问题中的函数通常较为

复杂,下面通过建立极限的四则运算法则和复合函数的极限运算法则,来求比较复杂函数

—１２—
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的极限．
定理(四则运算)　设lim

x→x０
f(x)与lim

x→x０
g(x)都存在,则有

(１)lim
x→x０
[f(x)±g(x)]＝lim

x→x０
f(x)±lim

x→x０
g(x)．

(２)lim
x→x０
[f(x)􀅰g(x)]＝lim

x→x０
f(x)􀅰lim

x→x０
g(x),

特别地,lim
x→x０

Cg(x)＝Clim
x→x０
g(x)　(C 为常数)．

(３)lim
x→x０

f(x)
g(x)

＝
lim
x→x０

f(x)

lim
x→x０
g(x)　

(设lim
x→x０
g(x)≠０)．

证明　(１)设lim
x→x０

f(x)＝A,由极限定义,任给ε＞０,存在δ１＞０,当０＜|x－x０|＜

δ１ 时,恒有|f(x)－A|＜
ε
２
;

又设lim
x→x０

g(x)＝B,由极限定义,任给ε＞０,存在δ２＞０,当０＜|x－x０|＜δ２ 时,

恒有|g(x)－B|＜
ε
２
;

令δ＝min{δ１,δ２},则当０＜|x－x０|＜δ时,|f(x)－A|＜
ε
２

和|g(x)－B|＜

ε
２

都成立,则

|[f(x)±g(x)]－[A±B]|
＝|[f(x)－A]±[g(x)－B]|
≤|f(x)－A|＋|g(x)－B|

＝
ε
２＋

ε
２＝ε

,

即

lim
x→x０
[f(x)±g(x)]＝A±B＝lim

x→x０
f(x)±lim

x→x０
g(x)．

　　说明　 (１)和与积的公式(１)和(２)可以推广到任意有限个函数的情况􀆰特别地,有

lim
x→x０

[f (x)]n＝[lim
x→x０

f(x)]n,　(n∈N)

(２)对于其他五种自变量的变化过程x→x＋
０ ,x→x－

０ ,x→∞,x→＋∞,x→－∞,

上述运算法则同样适用．

　求lim
x→２
(x２－３x＋２)．

解　lim
x→２
(x２－３x＋２)

　

＝lim
x→２

x２－lim
x→２
３x＋lim

x→２
２

＝lim
x→２

x( )２－３lim
x→２

x＋２

＝２２－３×２＋２
＝０．
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　求lim
x→３

x２－２x＋２
x２－３ ．

解　当x→３时,分母的极限不为０,所以可直接用极限的运算法则(３),即

lim
x→３

x２－２x＋２
x２－３ ＝

lim
x→３
(x２－２x＋２)

lim
x→３
(x２－３)

＝
lim
x→３

x２－lim
x→３
２x＋lim

x→３
２

lim
x→３

x２－lim
x→３
３ ＝

(lim
x→３

x)２－２lim
x→３

x＋２

(lim
x→３

x)２－３

＝
３２－２×３＋２
３２－３ ＝

５
６􀆰

　求lim
x→４

x－４
x２－１６．

解　当x→４时,分母的极限为０,所以不可直接用极限的运算法则(３)．
由于分子及分母有公因子(x－４),而当x→４时,x－４≠０,所以可以约去这个不为

零的公因子􀆰所以

lim
x→４

x－４
x２－１６＝＝limx→４

１
x＋４＝

１
８．

　求lim
x→１

１
x－１－

２
x２－１

æ

è
ç

ö

ø
÷．

解　当x→１时, １
x－１

和 ２
x２－１

的极限都不存在,所以不能直接用运算法则(１),可先

将函数进行恒等变形,得 １
x－１－

２
x２－１＝

x＋１－２
x２－１ ＝

１
x＋１

,所以

lim
x→１

１
x－１－

２
x２－１

æ

è
ç

ö

ø
÷＝lim

x→１

１
x＋１＝

１
２．

　求lim
x→１

x＋２－ ３
x－１ ．

解　当x→１时,分母的极限为０,所以不可以直接运算运算法则(３),但可以先分子

有理化,得到 x＋２－ ３
x－１ ＝

１
x＋２＋ ３

,所以

lim
x→１

x＋２－ ３
x－１ ＝lim

x→１

１
x＋２＋ ３

＝
１

lim
x→１

x＋２＋lim
x→１
３
＝
１
２３

＝
３
６．

　求lim
x→∞

２x３－３x－５
３x３－x－４．

解　当x→∞时,分子和分母的极限都不存在,所以不能直接用运算法则(３),先用

x３ 除分子和分母,然后再求极限,得

lim
x→∞

２x３－３x－５
３x３－x－４＝limx→∞

２－
３
x２－

５
x３

３－
１
x２－

４
x３

＝
２
３．
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　求lim
x→∞

２x２－３x－５
３x３－x－４．

解　当x→∞时,分子和分母的极限都不存在,所以不能直接用运算法则(３),先用

x３ 除分子和分母,然后再求极限,得

lim
x→∞

２x２－３x－５
３x３－x－４＝limx→∞

２
x－

３
x２－

５
x３

３－
１
x２－

４
x３

＝
０
３＝０．

　求lim
n→∞

１
n２＋

２
n２＋􀆺＋

n
n２

æ

è
ç

ö

ø
÷

解　当n→∞时,上式括号里是无限项之和,不能直接用运算法则(１),但可以由等

差数列的求和公式,先将括号里的式子变形后,再求极限,即

lim
n→∞

１
n２＋

２
n２＋􀆺＋

n
n２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝lim

n→∞

１＋２＋􀆺＋n
n２ ＝lim

n→∞

n(n＋１)
２
n２ ＝lim

n→∞

１
２ １＋

１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷＝
１
２．

习题１Ｇ３

１􀆰根据函数极限的定义证明lim
x→１
(２x＋１)＝３．

２􀆰根据函数极限的定义证明lim
x→∞

１
x＝０．

３􀆰讨论lim
x→０

x
x

是否存在．

４􀆰设f(x)＝
x－１,x＜０,

０,x＝０,

x＋１,x＞０􀆰

ì

î

í

ï
ï

ïï

求lim
x→０－

f(x),lim
x→０＋

f(x)和lim
x→０

f(x)．

５􀆰设f(x)＝
２x２＋１, x＞０,

x＋a, x＜０􀆰{ ,求当a 取何值时,lim
x→０

f(x)存在．

６􀆰求下列极限．

(１)lim
x→１
(x２＋３x＋２); (２)lim

x→２

x－２
x２－５x＋６

;

(３)lim
x→１

x＋３＋２
x＋１

; (４)lim
x→∞

x３＋３x－５
３x３－x－４

;

(５)lim
x→１

x＋３－２
x－１

; (６)lim
x→４

２x＋１－３
x－２

;

(７)lim
x→∞

x２＋３x－５
３x３－x－４

; (８)lim
n→∞

１＋
１
２＋

１
４＋

􀆺＋
１
２n

æ

è
ç

ö

ø
÷．
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第四节　两个重要极限

前面学习了一些简单的数列极限和函数极限的证明与计算,但一些复杂的极限问题,
常常首先要判断其极限是否存在,如果存在,再设法求其极限值．本节先介绍两个判断极

限存在的准则,在此基础上,再介绍两个重要极限．

一、 夹逼准则

先看一个生活中的例子,甲、乙、丙三人开车从上海去北京,都走京沪高速,且甲总

在最前面,丙总在最后面,如果甲和丙都到了北京,那么乙肯定也到北京了􀆰判断极限存

在的夹逼准则与此类似．
定理１　设f(x),g(x),h(x)为三个函数,δ０＞０,x０,A 都为实数．如果

(１)当０＜|x－x０|＜δ０ 时,f(x)≤g(x)≤h(x),且

(２)lim
x→x０

f(x)＝lim
x→x０

h(x)＝A

则

lim
x→x０

g(x)＝A．

数列作为特殊的函数也有相应的夹逼准则．
定理１’　设{xn},{yn},{zn}为三个数列,a 为实数．如果

(１)从某一项起,总有xn≤yn≤zn,且　
(２)lim

n→∞
xn＝lim

n→∞
zn＝a

则

lim
n→∞

yn＝a．
夹逼准则的严格证明我们略过􀆰重要的是如何用好夹逼准则．

　证明lim
n→∞

n １
n２＋π＋

１
n２＋２π＋

􀆺＋
１

n２＋nπ
æ

è
ç

ö

ø
÷＝１．

分析　本题用极限定义来证是比较困难的,用极限性质来求也不好办．它具有可以使

用夹逼准则的数列形式．易知准则中的yn＝n
１

n２＋π＋
１

n２＋２π＋
􀆺＋

１
n２＋nπ

æ

è
ç

ö

ø
÷,a＝１．那

么我们需要构造数列 xn{ }和{zn},它们的极限都是１,且满足xn≤yn≤zn􀆰注意到yn 中

含有 １
n２＋π＋

１
n２＋２π＋

􀆺＋
１

n２＋nπ
表达式,运用放缩思想,只要每个加项的分母都放大为

n２＋nπ,则得到xn,分母都缩小为n２＋π,则得到zn．因此有

n １
n２＋nπ

􀅰næ

è
ç

ö

ø
÷≤n(

１
n２＋π＋

１
n２＋２π＋

􀆺＋
１

n２＋nπ
)≤n １

n２＋π
􀅰næ

è
ç

ö

ø
÷

而前后两项的极限容易求得都是１．

证明　作两个数列 xn＝
n２

n２＋nπ{ },zn＝
n２

n２＋π{ }􀆰则

—５２—
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xn＝
n２

n２＋nπ＝n
１

n２＋nπ
􀅰næ

è
ç

ö

ø
÷≤n １

n２＋π＋
１

n２＋２π＋
􀆺＋

１
n２＋nπ

æ

è
ç

ö

ø
÷≤n １

n２＋π
􀅰næ

è
ç

ö

ø
÷＝

zn总成立．
另一方面,容易计算

lim
n→∞

xn＝lim
n→∞

n２

n２＋nπ＝limn→∞

１

１＋
π
n

＝
lim
n→∞
１

lim
n→∞

１＋
π
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
１

lim
n→∞
１＋lim

n→∞

π
n

＝
１
１＋０＝１

,

lim
n→∞

zn＝lim
n→∞

n２

n２＋π＝limn→∞

１

１＋
π
n２

＝
lim
n→∞
１

lim
n→∞

１＋
π
n２

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
１

lim
n→∞
１＋lim

n→∞

π
n２

＝
１
１＋０＝１．

则由夹逼准则,原命题成立．

第一个重要极限

　　说明　过程中的符号xn,zn 可以不写而只写数列本身．

二、 第一个重要极限

从图１Ｇ４Ｇ１看,lim
x→０

sinx
x ＝１这个等式是很显然的．然而它的严格推导不是很简单．

首先在直角坐标系中作单位圆,观察当圆心角x 比较小时,sinx 和x 的大小关系．

图１Ｇ４Ｇ１

图１Ｇ４Ｇ２

如图１Ｇ４Ｇ２所示,取圆心角∠AOB＝x,设０＜x＜
π
２
,

可知

△AOB 的面积＜扇形AOB 的面积＜△AOD 的面积,
即

１
２sinx＜

１
２x＜

１
２tanx,

整理,得

sinx＜x＜tanx．

观察上述不等式的左边部分,可得sinx
x ＜１􀆰而右边部分变形可得x＜

sinx
cosx

,即

cosx＜
sinx
x ．

—６２—
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从而得到

cosx＜
sinx
x ＜１．

注意到,当x 取值范围换成区间 －
π
２
,０

æ

è
ç

ö

ø
÷,不等式符号不改变．

当x→０时,如果能证到lim
x→０
cosx＝１,那么由夹逼准则知lim

x→０

sinx
x ＝１．

下面我们继续用夹逼准则推导lim
x→０
cosx＝１．事实上,利用三角公式易得０≤１－

cosx＝２sin２
x
２≤２

􀅰 x
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝
x２

２
,当x→０时,右边的极限为０,由夹逼准则得

lim
x→０
cosx＝１．

　　说明　重要极限lim
x→０

sinx
x ＝１的用途很广,但用来求其他函数极限时,要注意几点:

(１)极限是
０
０

型,即分子和分母的极限都是０,极限的除法运算法则不适用;

(２)式中要带有三角函数此极限才适用;

(３)lim
x→０

sinx
x ＝１中的x 可以是一个函数,即lim

Δ→０

sinΔ
Δ ＝１,只要三个Δ 都一致．

　求lim
x→０

tanx
x ．

解　lim
x→０

tanx
x ＝lim

x→０

sinx
x
􀅰 １
cosx

æ

è
ç

ö

ø
÷＝lim

x→０

sinx
x
􀅰lim

x→０

１
cosx＝１

􀅰 １
lim
x→０
cosx＝１．

　求lim
x→０

sin３x
sin２x．

解　lim
x→０

sin３x
sin２x＝limx→０

sin３x
３x

􀅰 ２x
sin２x

􀅰３
２＝

３
２limx→０

sin３x
３x

􀅰lim
x→０

１
sin２x
２x

＝
３
２
􀅰１􀅰１＝

３
２．

　求lim
x→０

１－cosx
x２ ．

解　lim
x→０

１－cosx
x２ ＝lim

x→０

２sin２
x
２

x２ ＝
１
２limx→０

sin２
x
２

x
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２＝
１
２limx→０

sin
x
２

x
２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

２

＝
１
２
􀅰１２＝

１
２．

或者

　　lim
x→０

１－cosx
x２ ＝lim

x→０

(１－cosx)(１＋cosx)
x２􀅰(１＋cosx) ＝lim

x→０

sin２x
x２􀅰(１＋cosx)

＝lim
x→０

sinx
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

􀅰lim
x→０

１
１＋cosx＝１

２􀅰１
２＝

１
２􀆰
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三、 单调有界准则

定理２　单调有界数列必有极限．
我们已经知道有界数列不一定有极限,单调数列也不一定有极限．然而,定理２告诉我

们单调有界的数列必有极限．
定理的几何意义十分明显􀆰若数列 an{ }单调递增有上界,即对任意的n,有

an≤an＋１,且an≤M,M 是某一个正常数．
把an 对应到数轴上的点．当n→∞时,点an 在数轴上向右移动􀆰因为有上界,所以这

些点必定无限接近于某个点a,则a 就是数列 an{ }的极限,如图１Ｇ４Ｇ３所示．

图１Ｇ４Ｇ３

例如,数列an＝
n

n＋１
:１
２
,２
３
,３
４
,􀆺单调递增,且an＜１,由定理２,它存在极限．

事实上,我们已证明过lim
n→∞

an＝１．

第二个重要极限

四、 第二个重要极限

先来看金融存贷款利率的一个例子．
复利计算在存贷款中经常会遇到．假设本金为A０,年利率为r,如果每一年结算一

次,则一年后的本金和利息之和(简称本利和)为

A１＝A０(１＋r)．

如果每半年结算１次,即半年的利率为r
２
,每年结算２次,那么一年后的本利和为

A２＝A０ １＋
r
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

．

类似地,如果每年结算m 次,即每次计利息r
m
,那么一年后的本利和为

Am＝A０ １＋
r
m

æ

è
ç

ö

ø
÷

m

若r＝１０％,则容易由计算器得到

A１＝１􀆰１A０,

A２＝１􀆰１０２５A０,

A３＝１􀆰１０３３７A０,

A１２＝１􀆰１０４７１３A０,

其中A１２表示每月结算一次情况下一年后的本利和􀆰很明显,随着结算次数的增加,一
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年后的本利和也会明显增加􀆰如果结算的次数趋于无穷大,意味着每个瞬时“立即存入,
立即结算”,这样的复利称为连续复利􀆰那么连续复利下,一年后的本利和将会是多少呢?
这即要求

lim
n→∞

１＋
r
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

,

它是否存在? 若存在,是不是会非常大?
对于存款,利息多自然是好事;对于贷款就恰恰相反了􀆰如果掌握了第二个重要极限,

则会对此有深刻的认识．

我们不妨只探讨lim
n→∞

１＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

,并只做简要说明而忽略严格证明．

虽然当n→∞时,１＋
１
n→１

,但不能判定 １＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

→１．观察表１Ｇ４Ｇ１．

表１Ｇ４Ｇ１

n １ ２ ３ １０ １００ １０００ １００００

１＋
１
n( )

n

２ ２􀆰２５ ２􀆰４８８ ２􀆰５９４ ２􀆰７０５ ２􀆰７１７ ２􀆰７１８

由表１Ｇ４Ｇ１看出,随着n 的增加,数列 １＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

{ } 单调递增,并且从n＝１００起,

１＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的前两位数字都保持不变,可以证明它的值不会超过３．由单调有界数列必有极

限知道,数列 (１＋
１
n
)
n

{ }的极限必定存在,通常用字母e来表示该极限,即

lim
n→∞

１＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

＝e．

e是一个无理数,它约等于２􀆰７１８２８１８２８４５９０４５􀆰e是自然对数ln的底数,在工业上

有很大应用．

更进一步且省去证明,当x 取实数而趋向＋∞(或－∞)时,函数 １＋
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

的极限也

存在,且等于e,如图１Ｇ４Ｇ４所示．
故

lim
x→∞

１＋
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

＝e．

这就是第二个重要极限．

令１
x＝t

,当x→∞时,t→０,上式可变为

lim
t→０
１＋t( )

１
t＝e,

这是极限lim
x→∞

１＋
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

＝e的另一种形式．
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图１Ｇ４Ｇ４

　　说明　在利用lim
x→∞

１＋
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

＝e求函数极限时,要注意:

(１)极限是１∞型;

(２)lim
Δ→∞

１＋
１
Δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Δ

＝e和lim
Δ→０
１＋Δ( )

１
Δ＝e只要各等式中的Δ 变量一致􀆰而且,若n→

∞时Δ→∞,则有lim
n→∞

１＋
１
Δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Δ

＝e􀆰若n→０时Δ→∞,则lim
n→０
１＋Δ( )

１
Δ＝e．

　求lim
n→∞

１＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

－n

解　lim
n→∞

１＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

－n

＝
１

lim
n→∞

１＋
１
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n＝
１
e．

　求lim
x→∞

１＋
２
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

．

解　令u＝
x
２
,则x＝２u,当x→∞时,u→∞,于是

lim
x→∞

１＋
２
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

＝lim
u→∞

１＋
１
u

æ

è
ç

ö

ø
÷

２u

＝ lim
u→∞

１＋
１
u

æ

è
ç

ö

ø
÷

u
é

ë
êê

ù

û
úú

２

＝e２．

熟练之后,可以省略变量代换过程,直接写成

lim
x→∞

１＋
２
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

＝lim
x→∞

１＋
２
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
２􀅰２

＝lim
x→∞

１＋
２
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
２æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝e２．

　求lim
x→∞

x＋１
x－１
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

．
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解　lim
x→∞

x＋１
x－１
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

＝
lim
x→∞
(１＋

１
x
)
x

lim
x→∞
(１－

１
x
)
x＝e􀅰limx→∞

(１＋
１
－x
)
－x

＝e􀅰e＝e２．

　求lim
x→０
１－２x( )

１
x ．

解　lim
x→０
１－２x( )

１
x＝lim

x→０
[１＋ －２x( )]

１
－２x􀅰(－２)＝lim

x→０
{[１＋ －２x( )

１
－２x]}－２＝e－２．

现在回到连续复利即lim
n→∞

１＋
r
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

的问题􀆰直接计算可得

lim
n→∞

１＋
r
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

＝lim
n→∞

１＋
１
n
r

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

n
r􀅰r

＝lim
n→∞

１＋
１
n
r

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

n
ré

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

r

＝ lim
n→∞

１＋
１
n
r

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

n
ré

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

r

＝er．

若r＝１０％,A∞＝lim
n→∞

１＋
１０％
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

A０＝e０􀆰１A０≈１􀆰１０５１７A０,

但若r＝１００％,A∞＝lim
n→∞

１＋
１００％
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

A０＝e１A０≈２􀆰７１８２８A０,

r＝３００％,A∞＝lim
n→∞

１＋
３００％
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

n

A０＝e３A０≈２０􀆰１A０．

不难看出,在年利率较小时,连续复利与单利(结算一次)区别不大,但是在高利贷的

情况下,连续复利就很夸张了,利息是呈指数增长的．

习题１Ｇ４

１􀆰应用夹逼准则证明:lim
n→∞

１
n２＋

１
(n＋１)２

􀆺＋
１
(２n)２

é

ë
êê

ù

û
úú＝０．

２􀆰求lim
n→∞
(２n＋３n)１n ．

３􀆰计算下列函数的极限．

(１)lim
x→０

sin３x
x

; (２)lim
x→０

x－sinx
x＋sinx

;

(３)lim
x→０

１－cos２x
２x２ ; (４)lim

x→０

tanx－sinx
sin３x

４􀆰计算下列函数的极限．

(１)lim
n→∞

n
１＋n
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

; (２)lim
x→∞

１－
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

;

(３)lim
x→∞

１＋
３
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

２x

; (４)lim
x→０
(１＋２x２)

１
x２;

(５)lim
x→∞

１＋
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x＋２

; (６)lim
x→∞

２x＋３
２x＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷

x＋１

．
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无穷小与无穷大

第五节　无穷小与无穷大

我们将从另一个视角来看极限,并从中挖掘出又一个求极限的有力工具,它就是无穷

小􀆰事实上,牛顿发明的微积分当时也是建立在无穷小的基础上的．无穷小在高等数学后

续内容和后继课程中都有着重要的应用．

在第二节中介绍的数列 １
２n{ },在n→∞时,其极限为０,即lim

n→∞

１
２n＝０,我们称１

２n 为

n→∞时的无穷小．

定义１ 　若lim
x→x０

f(x)＝０(或lim
x→∞

f(x)＝０),则称函数f(x)为x→x０(或x→∞)时的

无穷小量
    

,简称无穷小
   ．

例如　lim
x→１
(x２－１)＝０,则x２－１是x→１时的无穷小．

lim
x→∞

１
x＝０

,则１
x

是x→∞时的无穷小．

无穷小通常用希腊字母α、β、γ 等来表示．

　　说明　(１)无穷小不是很小的数,它是一个函数．在x 的某种变化趋势下,它的绝

对值可以任意小．
(２)在说一个函数是无穷小时,一定要指明自变量的变化趋势．同一函数,在自变

量的不同变化趋势下,极限不一定为零．由lim
x→２

(x２－１)＝３可知x２－１不是x→２时的

无穷小．
(３)零是可以作为无穷小量的唯一常数．

无穷小在微积分的逻辑体系中具有重要的理论意义,微积分中几乎所有的概念都是通

过极限来定义的,而极限与无穷小有着密切的关系．

设lim
x→x０

f(x)＝A,即x→x０ 时,函数值无限趋近于常数A,也就是f(x)－A 无限接

近于０,即f(x)－A 是x→x０ 时的无穷小􀆰反之,若f(x)－A 是x→x０ 时的无穷小,则

lim
x→x０

f(x)＝A􀆰于是有下面的定理．

定理１　lim
x→x０

f(x)＝A⇔f(x)＝A＋α,其中α是x→x０ 时的无穷小．

这样,函数极限的问题可转化为无穷小问题讨论．

　　说明　定理对于其他五种自变量的变化过程同样适用．

我们再来看看无穷小的其他性质．
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性质１　有限个
   

无穷小的和与差都是无穷小．

性质２　有界函数与无穷小的乘积是无穷小．

推论１　常数与无穷小的乘积是无穷小．

推论２　有限个无穷小的乘积是无穷小．

性质１与２很容易由极限的运算性质推导得到．

　求极限lim
x→０

xsin
１
x．

解　由于 sin
１
x ≤１,是有界函数,而lim

x→０
x＝０􀆰由性质２得lim

x→０
xsin

１
x＝０．

两个无穷小的和、差与积都是无穷小,那么两个无穷小的商还是无穷小吗? 显然不是,

第一个重要极限lim
x→０

sinx
x ＝１做出了回答．无穷小的商涉及无穷小的比较．

无穷小是以０为极限的变量,但收敛于０的速度是有快有慢的．例如三个无穷小x,

x２,x３,当x→０时,收敛于０的速度就不一样􀆰直观地看,第一个收敛的速度最慢而第

三个最快􀆰那么到底什么叫快? 快到什么程度呢? 下面给出定量的定义．

定义２ 　在x→x０ 时,α(x)和β(x)为无穷小,

(１)如果lim
x→x０

α(x)
β(x)

＝０,则称α(x)是β(x)在x→x０ 时的高阶无穷小,记作α(x)＝

o(β(x)),也称β(x)是α(x)在x→x０ 时的低阶无穷小
     

;

(２)如果lim
x→x０

α(x)
β(x)

＝C(C≠０),则称α(x)与β(x)为在x→x０ 时的同阶无穷小
     

;

(３)如果lim
x→x０

α(x)
β(x)

＝１,则称α(x)与β(x)为在x→x０ 时的等价无穷小
     

,记作α(x)~β(x)．

显然,等价无穷小是同阶无穷小的特殊情形,即C＝１．
在上面的例子中,

由于lim
x→０

x２

x＝０
,说明当x→０时,x２ 是x 的高阶无穷小,记作x２＝o(x)(x→０),x

是x２ 的低阶无穷小;

此外lim
x→０

３sinx
x ＝３,说明当x→０时,３sinx 是x 的同阶无穷小,而sinx 是x 的等价

无穷小．

在此,我们列举出当x→０时,常见的等价无穷小有

sinx~x~tanx;１－cosx~
１
２x

２;ex－１~x;ln(１＋x)~x;
n
１＋x－１~

１
nx．

在上述几个无穷小的概念中,应用最广的是等价无穷小,它可以求函数的极限:
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定理２　设当x→x０ 时,f(x)~f１(x),g(x)~g１(x),且lim
x→x０

f１(x)
g１(x)

存在,则

lim
x→x０

f(x)
g(x)

＝lim
x→x０

f１(x)
g１(x)．

证明　lim
x→x０

f
g
＝lim

x→x０

f
f１
􀅰f１

g１
􀅰g１

g
æ

è
ç

ö

ø
÷＝lim

x→x０

f
f１
􀅰lim

x→x０

f１

g１
􀅰lim

x→x０

g１

g
＝lim

x→x０

f１

g１
．

定理２表明,在求两个无穷小之比的极限时,分子和分母都可用等价无穷小来代替,

这样,常常可以简化计算．

　求lim
x→０

sin２x
sin３x．

解　当x→０时,sin３x~３x,sin２x~２x,则

lim
x→０

sin２x
sin３x＝limx→０

２x
３x＝

２
３

　求lim
x→０

１－cosx
xsinx ．

解　当x→０时,１－cosx~
１
２x

２,xsinx~x􀅰x,则

lim
x→０

１－cosx
xsinx ＝lim

x→０

１
２x

２

x２ ＝
１
２．

　求lim
x→０

tanx－sinx
x３ ．

解　当x→０时,tanx~x,１－cosx~
１
２x

２,则lim
x→０

tanx－sinx
x３ ＝lim

x→０

tanx１－cosx( )

x３ ＝

lim
x→０

x􀅰
１
２x

２

x３ ＝
１
２．

　　说明　因式中可以用等价无穷小替换,而和式中每一项不可以用其等价无穷小替

换．例４中若一开始tanx,sinx 将均替换成x,则得到如下错误解法:

lim
x→０

tanx－sinx
x３ ＝lim

x→０

x－x
x３ ＝limx→０

０＝０．

在实际问题中,经常会出现当x→x０(或x→∞)时,对应的函数值的绝对值|f(x)|

无限增大的情况,这时,我们就说函数当x→x０(或x→∞)时为无穷大．例如函数f(x)＝

１
x
,当x→０时为无穷大;函数f(x)＝２x,当x→＋∞时为无穷大．

定义３ 　设函数f(x)在点x０ 的某个去心领域U°(x０)内有定义,如果对于任意给定
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的M＞０,总存在δ＞０,当０＜|x－x０|＜δ时,恒有|f(x)|＞M,则称函数f(x)是

当x→x０时的无穷大量,简称无穷大,记为lim
x→x０

f(x)＝∞．

按通常意义,此时极限是不存在的,但为了表达函数的这一性态,我们也说“函数的

极限是无穷大”．
同样可以定义

lim
x→x０

f(x)＝＋∞,lim
x→x０

f(x)＝－∞,lim
x→∞

f(x)＝∞,lim
x→∞

f(x)＝＋∞,lim
x→∞

f(x)＝－∞．

　证明lim
x→１

１
x－１＝∞．

证明　设任意给定M＞０,要使 １
x－１ ＞M,只要|x－１|＜

１
M
,取δ＝

１
M
,则对于

满足不等式０＜|x－１|＜δ的一切x,恒有

１
x－１ ＞M,

根据定义,证得lim
x→１

１
x－１＝∞．

先看一个例子,函数x 是x→０时的无穷小,而它的倒数１
x

则是x→０时的无穷大,这

个关系并非偶然,事实上,无穷大与无穷小有如下的重要关系．

定理３　在自变量的同一变化过程中,如果f(x)是无穷大,则 １
f(x)

是无穷小;反之,

如果f(x)是无穷小,且f(x)≠０,则 １
f(x)

是无穷大．

这个结论是十分直观的,证明从略．

习题１Ｇ５

１􀆰下列各式中,哪些函数是无穷小? 哪些函数是无穷大?

(１)f(x)＝
１＋x
x２ (x→∞); (２)f(x)＝sin

１
x
(x→∞);

(３)f(x)＝３x－１(x→０); (４)f(x)＝３x－１(x→＋∞);

(５)f(x)＝
１＋x
x２－４

(x→２); (６)f(x)＝lnx(x→０＋)．

２􀆰设x→０,证明:

(１)xsinx~x２; (２)x４＋x２＝o(x)．

３􀆰利用等价无穷小代换法求下列函数的极限．

(１)lim
x→０

tan２x
sin５x

; (２)lim
x→∞

xsin
１
x
;
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(３)lim
x→０

cos２x－１
x２ ; (４)lim

x→０

ln(１＋x)
２x ．

总 习 题 一

一、单选题

１􀆰设函数f(x)在(－∞,＋∞)上有定义,下列函数中必为奇函数的是(　 )．
A􀆰y＝－|f(x)| B􀆰y＝x３f(x４)

C􀆰y＝－f(－x) D􀆰y＝f(x)＋f(－x)

２􀆰下列函数中定义域为[－１,１]的是(　　)

A􀆰f(x)＝ln(１－x２) B􀆰f(x)＝ecosx

C􀆰f(x)＝(１－x２)－１２ D􀆰f(x)＝arcsinx＋ ２－x２

３􀆰当x→∞时,下列函数中是无穷大的为(　　)

A􀆰y＝１－x２ B􀆰y＝lnx

C􀆰y＝
－２x＋１
x－１ D􀆰y＝cosx

—６３—
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４􀆰lim
x→∞

f(x)＝∞,lim
x→∞

g(x)＝∞,则下列式子成立的是(　　)

A􀆰lim
x→∞
[f(x)＋g(x)]＝∞ B􀆰lim

x→∞

１
f(x)＋g(x)

＝０

C􀆰lim
x→∞
[f(x)－g(x)]＝０ D􀆰lim

x→∞

１
f(x)

＝０

５􀆰已知lim
x→∞

(１＋a)x２＋bx＋２
１－x ＝２,则有(　 )．

A􀆰a＝１,b＝２ B􀆰a＝－１,b＝２
C􀆰a＝－１,b＝－２ D􀆰a＝１,b＝－２
二、填空题

１􀆰若f
１
x＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷＝
１
x２＋１,则f(x)＝ ．

２􀆰如果lim
x→０

sinmx
３x ＝

２
３
,则m＝ ．

３􀆰若lim
x→３

x２－２x＋k
x－３ ＝４,则常数k＝ ．

４􀆰若当x→０时,cosx－１与ln(１＋kx２)为等价无穷小,则常数k＝ ．

５􀆰若lim
x→０

f(３x)
x ＝３,则lim

x→∞
xf

１
３x
æ

è
ç

ö

ø
÷＝ ．

三、计算题

１􀆰求下列函数的定义域．

(１)f(x)＝
１

x－３＋ x－２; (２)f(x)＝ln(x２－３x＋２)．

２􀆰下列函数是否相同,为什么?

(１)f(x)＝
x
x
,g(x)＝１;

(２)f(x)＝１,g(x)＝sin２x＋cos２x．
３􀆰求下列函数的反函数．

(１)f(x)＝lnx; (２)f(x)＝
ex－e－x

ex＋e－x．

４􀆰判断下列函数的奇偶性．
(１)f(x)＝ex＋e－x; (２)f(x)＝x３􀅰sinx．
５􀆰写出下列函数的复合过程．
(１)y＝sin２x; (２)y＝sinx２;

(３)y＝lg２x; (４)y＝(１＋x)
１
２．

６􀆰观察下列数列的变化趋势,判断是否有极限;若存在极限,请指出其极限．

(１)an＝
２n

n＋１
; (２)an＝sin

n
２π．

７􀆰求下列函数的极限．

—７３—
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(１)lim
x→２

x２－４
x２－x－２

; (２)lim
x→∞

x２－４
x２－x－２

;

(３)lim
x→１

１
１－x－

３
１－x３

æ

è
ç

ö

ø
÷; (４)lim

x→－３

x＋３
x－３．

８􀆰求下列函数的极限．

(１)lim
x→０

cos２x－１
xsinx

; (２)lim
x→∞

xsin
π
x
;

(３)lim
x→∞

１＋
４
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

３x

; (４)lim
x→∞

１＋
２

x－１
æ

è
ç

ö

ø
÷

２x

;

(５)lim
x→∞

sinx
x
; (６)lim

x→π

sinx
x－π．

９􀆰利用等价无穷小代换法求下列函数的极限．

(１)lim
x→０

x＋１－１
x

; (２)lim
x→０

ln(１＋３x２)
sin２x

;

(３)lim
x→０

e３x－１
x

; (４)lim
x→０

sinx－tanx
sin３x ．

１０􀆰设lim
x→２

x２＋ax＋b
x－２ ＝３,求a 和b的值．

１１􀆰已知lim
x→∞

x＋c
x－c
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

＝４,求c的值．

—８３—
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第 二 章

品味生活气息　体悟严谨细致———函数的连续性

徐特立是１９世纪著名的数学家,他对函数连续性做出了重要贡献􀆰在他的研究中,
提出了著名的徐特立积分(Riemannintegral),这一概念为后来对函数连续性和积分的理

论发展提供了重要基础．

徐特立

　　
魏尔斯特拉斯

　　
卡尔􀅰弗里德里希􀅰高斯

魏尔斯特拉斯(Weierstrass)证明了连续函数的存在性,并提出了魏尔斯特拉斯函数,
为函数连续性的研究做出了重要贡献􀆰他的最有名的例子之一就是造出了一个处处连续而

又无处可微的函数,就是级数:

f(x)＝∑bncos(anx)．

卡尔􀅰弗里德里希􀅰高斯(CarlFriedrichGauss)是一位著名的数学家,他对函数的连

续性做出了重要的贡献．高斯研究了函数的连续性和微分性质,并提出了一些重要的定理

和概念,如高斯定理和高斯分布．他的工作对现代数学和科学领域产生了深远的影响．

数学是一种对抽象的思考,是一种对形式的思考．
———徐特立

连续性是数学的灵魂．
———魏尔斯特拉斯

—９３—



连续性是数学最重要的概念之一．
———卡尔􀅰弗里德里希􀅰高斯

函数连续性定义

第一节　函数的连续性

在自然界中,有许多现象都是连续变化的,如图２Ｇ１Ｇ１所示,气温的变化、河水的流

动、植物的生长等􀆰这些现象在函数关系上的反映,就是函数的连续性．简单地说,如果

一个函数的图像可以一笔画出来,整个过程不用抬笔,我们就可以说这个函数是连续的．

图２Ｇ１Ｇ１

我们如何用数学表达式来刻画函数的连续性呢?
先来看一个概念———增量．
设变量u 从它的一个值u１ 变到另一个值u２,其差u２－u１ 称作变量u 的增量

  
,记作

Δu,即Δu＝u２－u１．

图２Ｇ１Ｇ２

例如,一天中某段时间[t１,t２],温度从T１ 到T２,
则温度的增量ΔT＝T２－T１􀆰 当温度升高时,ΔT＞０;
当温度降低时,ΔT＜０;当时间的改变量Δt＝t２－t１ 很

微小 时,温 度 的 变 化 ΔT 也 会 很 小;当 Δt→０ 时,

ΔT→０．　
对于函数y＝f(x),如图２Ｇ１Ｇ２所示,若函数y＝

f(x)在点x０ 的某一邻域内有定义,在定义区间内自变

量从x０ 变到x,对应的函数值由f(x０)变化到f(x),
则称x－x０ 为自变量的增量,记作Δx,即

Δx＝x－x０ 或x＝x０＋Δx．

f(x)－f(x０)为函数的增量,记作Δy,即

Δy＝f(x)－f(x０)或Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０)．
如图２Ｇ１Ｇ３所示,观察y＝f(x)＝x２ 在点x０＝１附近的变化,从图像上来看,不论

是x 从１的左边趋向于１还是从１的右边趋向于１,对应的函数值都会趋向于f(１)．
仔细分析这个过程,设f(x)＝x２,x０＝１,于是

—０４—
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图２Ｇ１Ｇ３

y０＝f(x０)＝１２＝１．

如果取Δx＝
１
２
,则x０＋Δx＝

３
２
,f(x０＋Δx)＝

３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝
９
４

所以得

Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０)＝
９
４－１＝

５
４

如果取Δx＝
１
４
,可得

Δy＝f１＋
１
４

æ

è
ç

ö

ø
÷－f(１)＝f

５
４

æ

è
ç

ö

ø
÷－f(１)＝

５
４

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－１＝
９
１６

如果取Δx＝
１
８
,可得

Δy＝f１＋
１
８

æ

è
ç

ö

ø
÷－f(１)＝f

９
８

æ

è
ç

ö

ø
÷－f(１)＝

９
８

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

－１＝
１７
６４

􀆺
假定x０＝１不变,让Δx 变动,则Δy 也随之变化􀆰从上述数据看出,如果当Δx 无

限趋向于０时,Δy 也无限趋向于０．
根据这一特点,给出函数y＝f(x)在x０ 处连续的概念．
定义１ 　设函数y＝f(x)在点x０ 的某一邻域内有定义,如果

lim
Δx→０
Δy＝lim

Δx→０
[f(x０＋Δx)－f(x０)]＝０, (２Ｇ１Ｇ１)

则称函数y＝f(x)在点x０ 处连续
  ．

若取x＝x０＋Δx,则当Δx→０时,有x→x０􀆰而

Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０)＝f(x)－f(x０),
由Δy→０就是f(x)→f(x０),即

lim
x→x０

f(x)＝f(x０)．

定义１也可以改写为如下定义:

—１４—

第二章　品味生活气息　体悟严谨细致———函数的连续性



定义２ 　设函数y＝f(x)在点x０ 的某一邻域内有定义,如果

lim
x→x０

f(x)＝f(x０), (２Ｇ１Ｇ２)

那么就称函数y＝f(x)在点x０ 处连续．
由于函数f(x)在x０ 处极限存在等价于f(x)在x０ 处左、右极限都存在并且相等,结

合这一特点,下面定义左、右连续的概念．
如果lim

x→x－０
f(x)＝f(x０),则称函数f(x)在点x０ 处左连续

   ．

如果lim
x→x＋０

f(x)＝f(x０),则称函数f(x)在点x０ 处右连续
   ．

如果函数y＝f(x)在点x０ 处连续,必有lim
x→x０

f(x)＝f(x０),则有

lim
x→x－０

f(x)＝lim
x→x＋０

f(x)＝f(x０),

这说明了函数y＝f(x)在点x０ 处连续,既包含了f(x)在点x０ 处左连续,又包含了

f(x)在点x０ 处右连续．
函数y＝f(x)在点x０ 处连续的充要条件

    
是函数y＝f(x)在点x０ 处既左连续又右

连续．

　证明函数y＝f(x)＝x３ 在点x０＝１连续．

证明　对任意的Δx≠０,有

Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０)

＝(１＋Δx)３－１３

＝３Δx＋３(Δx)２＋(Δx)３→０　(Δx→０),
因为,lim

Δx→０
Δy＝０

所以,由连续的定义知f(x)＝x３ 点x０＝１连续．
下面改用定义２来证明􀆰因为

lim
x→１

f(x)＝lim
x→１

x３＝１,f(１)＝１３＝１,

所以

lim
x→１

f(x)＝f(１)．

根据定义２,函数f(x)＝x３ 在点x０＝１连续．

　证明函数y＝sinx 在(－∞,＋∞)内是连续的．

证明　任取x０∈(－∞,＋∞),则

Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０)＝sin(x０＋Δx)－sinx０

＝２cos x０＋
Δx
２

æ

è
ç

ö

ø
÷sin

Δx
２ ．

由于

cos x０＋
Δx
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤１,

又Δx→０,有

—２４—
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sin
Δx
２ ≤ Δx

２ ．

所以

|Δy|≤２×１×
Δx
２ ＝|Δx|

因此,当Δx→０时, Δy →０,即

lim
Δx→０
Δy＝０．

所以y＝sinx 在x０ 处连续􀆰 而x０ 是在(－∞,＋∞)内任取的,故y＝sinx 在

(－∞,＋∞)内是连续的．
类似地,可以证明余弦函数y＝cosx 在(－∞,＋∞)内是连续的．

　讨论函数f(x)＝
xsin

１
x
,x≠０

０,x＝０

ì

î

í

ïï

ïï
在x＝０处的连续性．

解　由于

lim
x→０

f(x)＝lim
x→０

xsin
１
x＝０

,

而f(０)＝０,所以

lim
x→０

f(x)＝f(０)．

由连续性的定义２可知,函数f(x)在x＝０处连续．
如果函数f(x)在区间(a,b)内每一点都连续,则称f(x)为(a,b)内的连续函数．
如果函数f(x)在(a,b)内连续,且在左端点x＝a 处右连续,在右端点x＝b处左连

续,则称f(x)在闭区间[a,b]上连续．

函数的间断点

二、 函数的间断点

函数的连续性是函数的重要特征之一,从几何图形上看就是函数的图

像没有断开来．实际生活中,连续与间断正是客观事物变化中渐变与突变

的一种反映􀆰例如火箭在发射过程中,随着燃料的燃烧,质量逐渐减少,而当每一级火箭

的外壳自行脱落时,质量则突然减少．如图２Ｇ１Ｇ４(a)所示．

图２Ｇ１Ｇ４
—３４—
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图２Ｇ１Ｇ４(b)就是反映质量在这一变化过程中的示意图．该图形象地描绘了火箭发射过

程中,质量从渐变到突变的情况,t０ 时刻对应的是一个间断点．
定义３ 　若函数f(x)在点x０ 处不满足连续的条件,则称函数f(x)在点x０ 处间断

  
(或不连续),并称点x０ 为f(x)的间断点

   ．
函数y＝f(x)在点x０ 处连续,必须同时满足下列三个条件:
(１)函数y＝f(x)在点x０ 处有定义;
(２)lim

x→x０
f(x)存在,即lim

x→x－０
f(x)＝lim

x→x＋０
f(x);

(３)lim
x→x０

f(x)＝f(x０)．

这三个条件缺一不可．换句话说,只要其中一个条件不满足,函数f(x)就在x０ 处

间断．

　讨论函数f(x)＝
１
|x|

在x＝０处的连续性．

解　函数f(x)＝
１
|x|

在x＝０处无定义,所以x＝０是f(x)＝
１
|x|

的间断点,如图２Ｇ

１Ｇ５所示．

图２Ｇ１Ｇ５

　　　　
图２Ｇ１Ｇ６

　讨论函数f(x)＝
x２,x≤１
x＋１,x＞１{ 在x＝１处的连续性．

解　由于lim
x→１－

f(x)＝lim
x→１－

x２＝１＝f(１),所以f(x)在x＝１处左连续．

lim
x→１＋

f(x)＝lim
x→１＋

x＋１( )＝２≠f(１),所以f(x)在x＝１处不右连续．

因此可知,函数f(x)在x＝１处不连续,x＝１是函数的间断点,如图２Ｇ１Ｇ６所示．

　讨论符号函数f(x)＝sgnx＝
－１,x＜０
０,x＝０
１,x＞０

ì

î

í

ï
ï

ïï

在x＝０处的连续性􀆰

解　由于

lim
x→０－

f(x)＝lim
x→０－

(－１)＝－１,lim
x→０＋

f(x)＝lim
x→０＋
１＝１．

故lim
x→０－

f(x)≠lim
x→０＋

f(x),所以lim
x→０

f(x)不存在,因此x＝０是此函数的间断点,如图

２Ｇ１Ｇ７所示．

—４４—
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　讨论函数f(x)＝
x＋１,x≠２
１,x＝２{ 在x＝２处的连续性．

解　由于lim
x→２

f(x)＝lim
x→２
(x＋１)＝３􀆰而f(２)＝１,故lim

x→２
f(x)≠f(２),x＝２是此函数

的间断点,如图２Ｇ１Ｇ８所示．

图２Ｇ１Ｇ７

　　　　　　　
图２Ｇ１Ｇ８

　讨论函数f(x)＝
０,x＝０

sin
１
x
,x≠０

ì

î

í

ïï

ïï
在x＝０处的连续性．

解　函数f(x)在x＝０处有定义,但当x→０时,sin
１
x

在－１和１之间来回无穷次振

荡,所以x＝０是f(x)的间断点,如图２Ｇ１Ｇ９所示．

图２Ｇ１Ｇ９

—５４—
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从上面的例子看出,函数f(x)在x０ 处虽然都是间断的,但产生间断的原因各不相

同．通常有如下三种情形:
(１)函数f(x)在x０ 处没有定义;
(２)虽然函数f(x)在x０ 处有定义,但lim

x→x０
f(x)不存在;

(３)虽然函数f(x)在x０ 处有定义,且lim
x→x０

f(x)存在,但lim
x→x０

f(x)≠f(x０)．

根据这一特点,对间断点进行如下分类:
如果f(x－

０)与f(x＋
０)都存在,则称x０ 为f(x)的第一类间断点,否则称为第二类间断点．

在第一类间断点中,如果f(x－
０ )＝f(x＋

０ ),则称x０ 为f(x)的可去间断点;如果

f(x－
０ )≠f(x＋

０ ),则称x０ 为f(x)的跳跃间断点．
在上面的例子中,例５中x＝１和例６中x＝０是跳跃间断点,例７中x＝２是可去间

断点．
在第二类间断点中,如果f(x－

０ )与f(x＋
０ )至少有一个为∞,则称x０ 为f(x)的无穷

间断点,例４中x＝０为无穷间断点;如果f(x－
０ )与f(x＋

０ )至少有一个是不断振荡的,则

称x０ 为f(x)的振荡间断点,例８中的x＝０是振荡间断点．

习题２Ｇ１

１􀆰设函数f(x)＝x２－２x,分别求适合下列条件的自变量改变量和函数改变量．
(１)x 由１变化到２;　　　　　　　　(２)x 由１变化到１􀆰１;
(３)x 由１变化到１＋Δx．

２􀆰讨论函数f(x)＝
x－１,x＜０
０,x＝０
x＋１,x＞０

ì

î

í

ï
ï

ïï

在x＝０处的连续性．

３􀆰讨论函数f(x)＝
０,x＝０

xsin
１
x
,x≠０

ì

î

í

ïï

ïï
在x＝０处的连续性．

４􀆰讨论函数f(x)＝
１
x

在x＝０处间断点的类型．

５􀆰设函数f(x)＝
x２,x≤０
x＋１,x＞０{ ,讨论函数在x＝０处间断点的类型．

６􀆰求函数f(x)＝
x２－１

x(x＋１)
的间断点,并指出其连续区间和间断点的类型．

连续函数的运算
法则及最值定理

第二节　连续函数的运算法则

一、 运算法则

根据函数在某一点连续的定义和极限的四则运算法则,得到如下的定理．

—６４—
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定理１　若函数f(x)和g(x)在点x０ 连续,则它们的和、差、积、商(分母不为

零)在点x０ 也连续．
证明　以积为例加以证明,其他情况的证明类似．
因为函数f(x)和g(x)在点x０ 连续,所以

lim
x→x０

f(x)＝f(x０),lim
x→x０

g(x)＝g(x０)

由极限运算法则有

lim
x→x０

f(x)g(x)＝lim
x→x０

f(x)􀅰lim
x→x０

g(x)＝f(x０)g(x０),

即f(x)g(x)在点x０ 连续．
例如,已知sinx 和cosx 在(－∞,＋∞)内连续,则由定理１可知,它们的商正切

函数tanx＝
sinx
cosx

在其定义域内也是连续的．

再如,多项式函数

f(x)＝a０xn＋a１xn－１＋􀆺＋an－１x＋an

在(－∞,＋∞)内连续,则分式函数

y＝
a０xn＋a１xn－１＋􀆺＋an－１x＋an

b０xm＋b１xm－１＋􀆺＋bm－１x＋bm

在分母不为０的点处都连续．
可以证明,基本初等函数

      
(幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数)在

其定义域内都是连续函数．
定理２　设函数y＝f[φ(x)]是由y＝f(u)和u＝φ(x)复合而成的,若函数y＝

f(u)在点u０ 处连续,函数u＝φ(x)在点x０ 处连续,且u０＝φ(x０),则复合函数y＝
f[φ(x)]在点x０ 处连续．

证明　因为函数u＝φ(x)在点x０ 处连续,所以

lim
x→x０

φ(x)＝φ(x０)

又函数y＝f(u)在点u０ 处连续,有

lim
u→u０

f(u)＝f(u０)

又u０＝φ(x０),所以

lim
u→φ(x０)

f(u)＝f[φ(x０)]

从而

lim
x→x０

f[φ(x)]＝ lim
u→φ(x０)

f(u)＝f[φ(x０)]

即复合函数y＝f[φ(x)]在点x０ 处连续．

　求lim
x→π６

sin２x．

解　由于y＝sin２x 可以看作函数y＝sinu 与u＝２x 的复合,而函数y＝sinu 与u＝
２x 在(－∞,＋∞)内都是连续函数,所以复合函数在(－∞,＋∞)内也是连续函数,所

以有

—７４—
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lim
x→π６

sin２x＝sin２×
π
６

æ

è
ç

ö

ø
÷＝sin

π
３＝

３
２．

初等函数
    

(由基本初等函数和常数经过有限次四则运算和复合运算得到的函数称为初

等函数)在其定义域内都是连续的．即如果f(x)是初等函数,且x０ 是f(x)的定义区间内

的点,则有lim
x→x０

f(x)＝f(x０)􀆰这个结论为求一些复杂函数的极限提供了一种很好的方法．

二、 闭区间上连续函数的性质

闭区间上连续函数有一些重要的性质,由于其证明超出了我们学习的范围,所以这里

不予证明,在后续的学习中可以直接应用．先引入最大值与最小值的概念．
定义１ 　设函数f(x)的定义域为D,若存在一点x１∈D,使得对一切x∈D,都有

f(x)≥f(x１),那么称f(x１)为f(x)在D 上的最小值
   

,点x１ 为f(x)的最小值点．
定义２ 　设函数f(x)的定义域为D,若存在一点x１∈D,使得对一切x∈D,都有

f(x)≤f(x１),那么称f(x１)为f(x)在D 上的最大值
   

,点x１ 为f(x)的最大值点．
例如　函数f(x)＝sinx 在(－∞,＋∞)上的最大值为１,最小值为－１;函数

f(x)＝x２ 在[－１,１]上的最大值为１,最小值为０􀆰但是,并不是每一个函数在其定义域

内都有最大值和最小值．例如,函数f(x)＝x２ 在[０,１)上取不到最大值,又如f(x)＝
１
x

在(０,１)上既取不到最大值,也取不到最小值,这是因为函数在x＝０处不连续,在

x＝１处为开区间,如图２Ｇ２Ｇ１所示．

图２Ｇ２Ｇ１ 图２Ｇ２Ｇ２

定理３(最值定理)　若函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,则函数f(x)在[a,b]上必

有最大值和最小值．
此定理说明,如果函数f(x)∈C[a,b](图２－２－２),则至少存在一点ξ１∈[a,b],

f(ξ１)＝M,对∀x∈[a,b],都有f(x)≤M,M 是f(x)在[a,b]上的最大值．至少存

在一点ξ２∈[a,b],f(ξ２)＝m,对∀x∈[a,b],都有f(x)≥m,m 是f(x)在[a,b]

—８４—

高等数学



上的最小值．

　　说明　最值定理中条件“闭区间”和“连续”很重要,如果缺少一个,定理不一定成立．

由于闭区间上连续函数存在最大值和最小值,因此闭区间上连续函数必定有界􀆰定理

３反映了现实世界中连续变化量的规律􀆰例如一天中的温度变化,总有两个时刻分别达到

最高温度和最低温度;又如小球做斜抛运动,必能达到最高点和最低点．
从几何直观上看,一段连续曲线上,除了能取得最大值和最小值外,还能取得介于最

大值M 和最小值m 之间的任何一个数c,即连续曲线y＝f(x)与直线y＝c至少有一个

交点．
定理４(介值定理)　如果函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,那么f(x)取到它的最大

值M 与最小值m 之间的一切值,即对介于M 与m 之间的任一实数c(m＜c＜M),至少存

在一点ξ∈(a,b),使得

f(ξ)＝c．
如果函数y＝f(x)不连续,比如f(x)在闭区间[a,b]上有一个间断点(图２Ｇ２Ｇ３),

则直线y＝c就不一定与y＝f(x)的图像相交了．

图２Ｇ２Ｇ３ 图２Ｇ２Ｇ４

从几何上看,当最大值与最小值异号时,连续曲线y＝f(x)与x 轴至少相交于一点．
一般地,有如下结论．

零点定理

定理５(零点定理)　函数f(x)在[a,b]上连续,且f(a)􀅰f(b)＜０,
则在开区间(a,b)内至少存在一点ξ,使得f(ξ)＝０(图２Ｇ２Ｇ４)．

结论表明,如果方程f(x)＝０中的函数f(x)在闭区间[a,b]上连续,
且在两个端点处的函数值异号,则该方程在开区间(a,b)内至少存在一个

根ξ,这个结论在确定一个方程的根时非常有用．

　证明方程f(x)＝x５－２x２－１在区间(１,２)内至少有一个根．

解　设f(x)＝x５－２x２－１,显然f(x)在[１,２]上连续,而

f(１)＝－２＜０,f(２)＝２３＞０,
由零点定理知,至少存在一点ξ∈(１,２),使得f(ξ)＝０􀆰即x５－２x２－１＝０在区间(１,

２)内至少有一个根ξ．

—９４—
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　设函数f(x)在区间[a,b]上连续,且f(a)＜a,f(b)＞b,证明至少存

在一点ξ∈(a,b),使得f(ξ)＝ξ．
解　设φ(x)＝f(x)－x,显然φ(x)在[a,b]上连续,而

φ(a)＝f(a)－a＜０,φ(b)＝f(b)－b＞０,
由零点定理知,至少存在一点ξ∈(a,b),使得φ(ξ)＝０􀆰即f(ξ)＝ξ．

　　说明　在应用零点定理时,一定要注意检验函数是否满足定理使用的条件．

三、 利用函数连续性求函数极限

若函数f(x)在点x０ 处连续,则

lim
x→x０

f(x)＝f(x０)．

　求lim
x→０

ln(x＋１)
cosx ．

解　lim
x→０

ln(x＋１)
cosx ＝

ln(０＋１)
cos０ ＝０．

　求lim
x→０

ex􀅰sinx
arcsin(x２＋１)．

解　lim
x→０

ex􀅰sinx
arcsin(x２＋１)＝

e０􀅰sin０
arcsin(０２＋１)＝

１×０
π
２

＝０．

习题２Ｇ２

１􀆰判断下列命题是否正确􀆰若命题不正确,请举例说明．
(１)若函数f(x)在点x０ 处连续,则lim

x→x０
f(x)必定存在．

(２)若函数f(x)在(－∞,＋∞)内连续,则它在闭区间[a,b]上一定连续．
(３)若函数f(x)在点x０ 处连续,函数g(x)在点x０ 处间断,则f(x)＋g(x)在点x０

处连续．
２􀆰求下列极限:

(１)lim
x→e
(xlnx＋x＋３);　　　　　　 (２)lim

x→０
ex＋x＋３;

(３)lim
x→＋∞

(π
２－arctanx); (４)lim

x→３
(x２－８＋x)．

３􀆰证明方程x５－３x－１＝０在１与２之间至少存在一个实根．
４􀆰证明曲线y＝x４－x２＋３x－１在x＝－２与x＝－１之间至少与x 轴有一个交点．
５􀆰证明方程x＝asinx＋b(a＞０,b＞０)至少有一个正根,且它不超过a＋b．
６􀆰证明:若f(x)与g(x)都在[a,b]上连续,且f(a)＜g(a),f(b)＞g(b),则存

在点c∈(a,b),使得f(c)＝g(c)．

—０５—
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总 习 题 二

一、单选题

１􀆰若lim
x→x－０

f(x)＝A,lim
x→x＋０

f(x)＝A,则下列说法正确的是(　　)．

A􀆰f(x０)＝A B􀆰lim
x→x０

f(x)＝A

C􀆰f(x)在x０ 处有定义 D􀆰f(x)在x０ 处连续

２􀆰设函数f(x)＝
x２＋２,x＞０
２x,x≤０{ ,则f(x)在x＝０处(　　)．

A􀆰连续 B􀆰左连续

C􀆰右连续 D􀆰左右都不连续

３􀆰函数f(x)在x０ 处连续是lim
x→x０

f(x)存在的(　　)．

A􀆰充分不必要条件 B􀆰必要不充分条件

C􀆰充要条件 D􀆰既非充分又非必要条件

４􀆰设f(x)＝
１
xsin２x

,x≠０

a,x＝０

ì

î

í

ïï

ïï

,要使f(x)在(－∞,＋∞)内连续,则a＝(　　)．

—１５—

第二章　品味生活气息　体悟严谨细致———函数的连续性



A􀆰０ B􀆰１ C􀆰
１
２ D􀆰２

５􀆰下列各式不正确的是(　　　)．

A􀆰lim
x→０＋
e
１
x＝∞ B􀆰lim

x→０－
e
１
x＝０ C􀆰lim

x→０－
e
１
x＝＋∞ D􀆰lim

x→∞
e
１
x＝１

二、填空题

１􀆰函数f(x)＝
１

x－２
的连续区间是 ．

２􀆰已知函数y＝x２＋１,当x０＝１,Δx＝０􀆰０１时,函数增量Δy＝ ．

３􀆰设f(x)＝(１＋３x２)
１
x２,补充定义f(０)＝ ,可使函数f(x)在x＝０处连续．

４􀆰函数f(x)＝
１

x２－４
的间断点是 ．

５􀆰设f(x)＝

e
１
x,x＜０
０,x＝０

arctan
１
x
,x＞０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

,则x＝０是f(x)的 类间断点．

三、计算题

１􀆰求函数f(x)＝
x２－９

x２－５x＋６
的间断点,并指出间断点的类型．

２􀆰(２００４年)求函数f(x)＝
x
sinx

的间断点,并指出间断点的类型．

３􀆰求lim
x→∞
ln
２x２＋x
x２＋２．

４􀆰求lim
x→０

ln(１＋x)
x ．

５􀆰求lim
x→５

x－１－２
x－５ ．

６􀆰求lim
x→＋∞

x＋１－ x－１
x ．

７􀆰函数f(x)＝
a,x＝１
x２＋bx＋a

x－１
,x≠１

ì

î

í

ïï

ïï

在x＝１处连续,求a 和b的值．

四、证明题

１􀆰证明f(x)＝|x|在x＝０处连续．

２􀆰证明lim
x→０

ex－１
x ＝１．

３􀆰证明方程x５－３x＝２在１与２之间至少存在一个实根．
４􀆰设函数f(x)在[０,１]上连续,且f(０)＝１,f(１)＝０,求证:至少存在一点ξ∈

(０,１),使得f(ξ)＝ξ．

—２５—
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第 三 章

惊叹国家速度　明晰变化速率———导数及其应用

航天技术是国家综合实力的重要组成和标志之一,进入空间的能力是综合国力和科技

实力的重要标志．
运载火箭则是如今人类克服地球引力、进入空间的唯一工具,是发展空间技术、确保

空间安全的基石,是实现航天器快速部署、重构、扩充和维护的根本保障,是大规模开发

和利用空间资源的载体,是国家空间军事力量和军事应用的重要保证,是国民经济发展和

新军事变革的重要推动力量．
长征系列运载火箭(英文:LongMarchLaunchVehicles)是中国自行研制的航天运载

工具．长征火箭具备发射低、中、高不同地球轨道不同类型卫星及载人飞船的能力,并具

备无人深空探测能力．
中国高铁是世界上最先进和最发达的高速铁路网络之一．自２００７年首次投入运营以

来,中国的高铁系统已经迅速发展成为全球最大规模的高速铁路网．中国高铁以其出色的

技术、高效的运营和快速的列车速度而闻名于世．中国高铁的发展不仅带动了国内经济的

增长,也为中国和世界各国的交通运输领域树立了新的标杆．其先进的技术和高效的运营

模式成为许多国家和地区发展高铁系统的榜样．中国高铁系统的成功不仅改变了人们出行

的方式,也为世界各国的基础设施建设提供了宝贵的经验和启示．我国高铁的瞬时速度达

到３５０km/h．

宇宙之大,粒子之微,火箭之速,化工之巧,地球之变,生物之谜,日用之繁,无处

不用数学．
———华罗庚

导数是数学中最美丽的发明之一．
———卡尔􀅰弗里德里希􀅰高斯

导数是函数微小变化的极限比率．
———约翰􀅰伯努利
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１７世纪,有许多科学问题需要解决,这些问题也就成了促使微积分产生的因素􀆰第一

类是研究物体运动时即时速度的问题;第二类是求曲线的切线的问题;第三类是求函数的

最大值和最小值问题;第四类是求曲线长、曲线围成的面积、曲面围成的体积以及物理中

物体的重心、引力等问题．

牛顿

　　　　　
莱布尼茨

１７世纪下半叶,英国数学家、物理学家牛顿和德国数学家莱布尼茨分别独自研究和

完成了微积分的创立工作􀆰
本章主要讨论导数的概念、应用和相关的计算方法．

导数的定义

第一节　导数的概念

一、 两个引例

引例１　变速直线运动的瞬时速度．
如图３Ｇ１Ｇ１所示,和谐号列车运行过程中,在车厢屏幕上显示的“速度:３０９km/h”表

示的是当前时刻列车的瞬时速度􀆰那么如何求出列车在某一时刻t０ 的瞬时速度呢?

图３Ｇ１Ｇ１

根据路程、速度和时间的关系,如果列车做匀速直线运动,即它在运动过程中速度保

持不变,则有

—４５—
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v＝
s
t＝

经过的路程
所花的时间．

如果列车做变速直线运动,由于其速度是随时间的变化而变化的,求每一时刻的速

度,初等数学显得无能为力,用路程、速度和时间的关系式只能求得某一时间段内的平均

速度􀆰也就是说,在解决实际问题的过程中,遇到了速度的“变”与“不变“的矛盾,或者说

是 “匀速”与“不匀速”的矛盾􀆰事实上,这对矛盾在一定条件下是可以转化的,尽管在整

个时间段内速度是变的,但在很小的一段时间间隔内,速度可以看成不变的,这种方法称

为“以不变代变”,或“以匀代不匀”．
运用这种思考方法,当列车从时刻t０ 到t０＋Δt这段时间内通过的路程为

Δs＝s(t０＋Δt)－s(t０)
则平均速度为

v
－

＝
Δs
Δt＝

s(t０＋Δt)－s(t０)
Δt

如果Δt很小,列车在这段时间内运动可以看作匀速的,因此,Δs
Δt

近似地作为列车在

t０ 时刻的瞬时速度,Δt越小,近似程度越高􀆰但是,无论Δt多么小,这个平均速度只是

瞬时速度的近似值,而不是精确值．为了从近似值过渡到精确值,令Δt→０,平均速度Δs
Δt

就转化为瞬时速度,即

lim
Δt→０

Δs
Δt＝v

(t０)

由此得到

v(t０)＝lim
Δt→０

Δs
Δt＝limΔt→０

s(t０＋Δt)－s(t０)
Δt ． (３Ｇ１Ｇ１)

引例２　曲线上某点处切线的斜率．
如图３Ｇ１Ｇ２所示,设M(x０,y０)是曲线y＝f(x)上的一点,求曲线在M 点处的切线

斜率．

图３Ｇ１Ｇ２

在曲线上另取一点 N(x０＋Δx,y０＋Δy),它是

曲线上的一个动点,位置随着Δx 的变化而变化,由

此得到曲线的割线 MN,其中,φ 为割线MN 的倾斜

角,Δx 越小,割线 MN 越接近于切线MT 的位置􀆰
当Δx→０时,动点 N 沿曲线趋于点M,割线 MN 的

极限位置就是曲线在点M 处的切线􀆰根据斜率公式有

tanφ＝
Δy
Δx

则切线的斜率为

tanα＝lim
Δx→０
tanφ＝lim

Δx→０

Δy
Δx＝limΔx→０

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx ． (３Ｇ１Ｇ２)
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其中,α为切线MT 的倾斜角,从而有

k＝lim
Δx→０

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx

上面两个实例,虽然具体的含义不同,但可以抽取出相同的数学模型:当自变量改变

量趋于０时,函数改变量与自变量改变量之比的极限,如式(３Ｇ１Ｇ１)、式(３Ｇ１Ｇ２)．这种特

殊的极限称为函数的导数．

二、 函数在一点处的导数与导函数

定义１ 　设函数y＝f(x)在点x０ 的某领域内有定义,当自变量x 在x０ 处有增量

Δx (x０＋Δx 仍在该领域内)时,函数y 取得相应的增量Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０),如果

极限

lim
Δx→０

Δy
Δx＝limΔx→０

f x０＋Δx( )－f x０( )

Δx
存在,则称函数y＝f(x)在点x０ 处可导

  
,并称此极限为函数y＝f(x)在点x０ 处的导数,

记作:f′(x０),y′ x＝x０,　
dy
dx x＝x０,

df
dx x＝x０．即

f′(x０)＝lim
Δx→０

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx

(３Ｇ１Ｇ３)

若当Δx→０时,Δy
Δx

的极限不存在,我们就称函数y＝f(x)在点x０ 处不可导
   

或导数

不存在．

　　说明　(１)导数为函数增量与自变量增量之比的极限,它表示函数在点x０ 处的变

化率,反映了函数y＝f(x)在点x０ 处变化的快慢􀆰而
Δy
Δx

反映的是自变量从x０ 变到

x０＋Δx 时,函数y＝f(x)的平均变化率．
(２)由于Δx＝x－x０,故x０＋Δx＝x,定义式(３Ｇ１Ｇ３)又可以记作

f′(x０)＝lim
x→x０

f(x)－f(x０)
x－x０

． (３Ｇ１Ｇ４)

(３)当x０＝０时,f′(０)＝lim
Δx→０

f(Δx)－f(０)
Δx ＝lim

x→０

f(x)－f(０)
x ．

定义１给出了求函数在一点处的导数步骤􀆰一般可分为以下三步:
(１)求增量:Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０);

(２)作差商:Δy
Δx＝

f x０＋Δx( )－f x０( )

Δx
;

(３)取极限:f′(x０)＝lim
Δx→０

Δy
Δx．

　已知函数f(x)＝x２,求f′(１)．

—６５—
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解　按以上三步进行．
(１)求增量:Δy＝f(１＋Δx)－f(１)＝(１＋Δx)２－１２＝(Δx)２＋２Δx;

(２)作差商:Δy
Δx＝

(Δx)２＋２Δx
Δx ＝２＋Δx;

(３)取极限:f′(１)＝lim
Δx→０

Δy
Δx＝limΔx→０

(２＋Δx)＝２．

图３Ｇ１Ｇ３

定义２ 　如果函数y＝f(x)在区间(a,b)内的每一点都

可导,则称y＝f(x)在区间(a,b)内可导􀆰如图３Ｇ１Ｇ３所示,
此时,对于区间(a,b)内的每一个点x,都有唯一的导数值与

之对应,这就定义了一个新的函数,称为函数y＝f(x)在区间

(a,b)内对x 的导函数
   

,简称导数,记为

f′(x),y′,
dy
dx
,df
dx．

　求f(x)＝
１
x

的导数．

解　Δy＝f(x＋Δx)－f(x)＝
１

x＋Δx－
１
x＝－

Δx
x(x＋Δx)

Δy
Δx＝－

１
x(x＋Δx)

,

f′(x)＝lim
Δx→０

Δy
Δx＝limΔx→０ －

１
x(x＋Δx)

é

ë
êê

ù

û
úú＝－

１
x２．

显然,函数y＝f(x)在点x０ 处的导数就是导函数f′(x)在点x＝x０ 处的函数值,即

f′(x０)＝f′(x)x＝x０．

三、 导数的几何意义

f′(x０)表示函数y＝f(x)在点x０ 处的导数．它的几何意义是:曲线y＝f(x)在点

M(x０,y０)处的切线的斜率,即k＝f′(x０)．
由导数的几何意义以及直线的点斜式方程,曲线y＝f(x)在点 M(x０,y０)的切线方

程为

y－f(x０)＝f′(x０)(x－x０)．
法线方程为

y－f(x０)＝－
１

f′(x０)
(x－x０)　(f′(x０)≠０)．

　求曲线y＝x２ 在点 １,１( ) 处的切线方程和法线方程．

解　由例１知道,

k＝f′(１)＝２,
所以曲线y＝x２ 在点 １,１( ) 处的切线方程为

—７５—
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y－１＝２(x－１),或２x－y－１＝０．
曲线y＝x２ 在点 １,１( ) 处的法线方程为

y－１＝－
１
２
(x－１),或x＋２y－３＝０．

单侧导数、可导与
连续的关系

四、 单侧导数

如果定义１中自变量的改变量只从大于０的方向或者只从小于０
的方向趋于０,则有下面的单侧导数概念．

定义３ 　如果极限

lim
Δx→０－

Δy
Δx＝limΔx→０－

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx

存在,则称函数f(x)在点x０ 左可导,其极限值为函数f(x)在x０ 的左导数
   

,记为

f′－(x０)􀆰　
定义４ 　如果极限

lim
Δx→０＋

Δy
Δx＝limΔx→０＋

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx

存在,则称函数f(x)在点x０ 右可导,其极限值为函数f(x)在x０ 的右导数
   

,记为f′＋(x０)􀆰
左导数和右导数统称为单侧导数．
由于函数f(x)在某一点的导数是函数增量与自变量增量之比的极限值,而函数在某

点极限存在的充要条件是左、右极限都存在且相等,因此函数f(x)在一点x＝x０ 处可导

的充要条件是左导数和右导数都存在且相等􀆰即

f′(x０)＝A⇔f′－(x０)＝f′＋(x０)＝A􀆰
如果函数f(x)在开区间(a,b)内可导,且右导数f′＋(a)和左导数f′－(b)都存在,

就说f(x)在闭区间[a,b]上可导􀆰

　判断函数f(x)＝|x|＝
x, x≥０
－x, x＜０{ 在x＝０处的导数是否存在．

解　f′－(０)＝lim
Δx→０－

f(０＋Δx)－f(０)
Δx ＝lim

Δx→０－

|Δx|
Δx ＝lim

Δx→０－

－Δx
Δx ＝－１,

f′＋(０)＝lim
Δx→０＋

f(０＋Δx)－f(０)
Δx ＝lim

Δx→０＋

|Δx|
Δx ＝lim

Δx→０＋

Δx
Δx＝１

,

图３Ｇ１Ｇ４

因为f′－(０)≠f′＋(０),所以f(x)在x＝０处的导数

不存在,如图３Ｇ１Ｇ４．
函数y＝|x|在x＝０不可导的几何意义是此折线在

点(０,０)处不存在切线．
上述例子表明,一个函数在某点处连续却不一定在该

点可导􀆰反之,如果一个函数在某点可导,那它在该点是

否一定连续呢?

—８５—
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定理１　若函数y＝f(x)在点x０ 可导,则它在点x０ 连续．
证明　若y＝f(x)在点x０ 可导,则有

lim
Δx→０

Δy
Δx＝f′

(x０),

从而

lim
Δx→０
Δy＝lim

Δx→０

Δy
Δx
􀅰Δx＝lim

Δx→０

Δy
Δx
􀅰lim
Δx→０
Δx＝f′(x０)􀅰０＝０

所以函数y＝f(x)在点x０ 连续．
定理１和例４说明,函数在某点连续是函数在该点可导的必要条件,但不是充分条件．
利用函数y＝|x|在点x＝０处连续但不可导的性质,可以构造出一个除有限个点,

甚至是无限个点外都是可导的连续函数．直观上人们很难想象出有处处连续但处处不可导

函数的存在,直到魏尔斯特拉斯在１８７２年构造出了这样的例子———魏尔斯特拉斯函数,
数学界为之震惊．

W(x)＝∑
∞

k＝０
λkcos(２πbkx＋θ)(其中０＜λ＜１,b＞λ－１,θ∈R)

从此微积分研究不再只是依赖于直观,而是向理性思维方向发展．

　讨论函数

f(x)＝
xsin

１
x
, x≠０

０, x＝０

ì

î

í

ïï

ïï

在x＝０处的连续性与可导性(图３Ｇ１Ｇ５)．

图３Ｇ１Ｇ５
—９５—
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解　因为lim
x→０

f(x)＝lim
x→０

xsin
１
x＝０＝f

(０),所以f(x)在x＝０处连续．

Δy
Δx＝

Δxsin
１
Δx－０

Δx ＝sin
１
Δx
,

极限lim
Δx→０

Δy
Δx＝limΔx→０sin

１
Δx

不存在,所以f(x)在x＝０处不可导．

五、 求导举例

　求函数f(x)＝C(C 为常数)的导数􀆰

解　lim
Δx→０

Δy
Δx＝limΔx→０

C－C
Δx ＝０,即

C′＝０
这就是说常数函数的导数为０．

　求幂函数f(x)＝xn(n∈N＋)的导数．

解　由二项式定理,得

　　　Δy＝(x＋Δx)n－xn

＝ xn＋nxn－１Δx＋
n(n－１)
２! xn－２(Δx)２＋􀆺＋(Δx)né

ë
êê

ù

û
úú－xn

＝nxn－１Δx＋
n(n－１)
２! xn－２(Δx)２＋􀆺＋(Δx)n,

Δy
Δx＝nx

n－１＋
n(n－１)
２! xn－２Δx＋􀆺＋(Δx)n－１,

f′(x)＝lim
Δx→０

Δy
Δx＝nx

n－１．

即

(xn)′＝nxn－１．
特别地,当n＝１时,有(x)′＝１􀆰今后可以证明

(xμ)′＝μxμ－１

当μ＝
１
２

时,有

(x)′＝(x
１
２)′＝

１
２x

１
２－１＝

１
２ x

．

　求正弦函数f(x)＝sinx 的导数．

解　
Δy
Δx＝

sin(x＋Δx)－sinx
Δx ＝

２cos x＋
Δx
２

æ

è
ç

ö

ø
÷sin

Δx
２

Δx ＝cos x＋
Δx
２

æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰
sin
Δx
２

Δx
２

,

—０６—
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f′(x)＝lim
Δx→０

Δy
Δx＝limΔx→０

cos x＋
Δx
２

æ

è
ç

ö

ø
÷sin

Δx
２

Δx
２

＝lim
Δx→０
cos x＋

Δx
２

æ

è
ç

ö

ø
÷􀅰lim

Δx→０

sin
Δx
２

Δx
２

＝cosx,

即

(sinx)′＝cosx．
这就是说,正弦函数的导数是余弦函数．
用类似的方法,可求得

(cosx)′＝－sinx．

　求对数函数y＝logax(a＞０,a≠１)的导数．

解　根据对数的运算性质,有

f′(x)＝lim
Δx→０

Δy
Δx＝limΔx→０

loga(x＋Δx)－logax
Δx ＝lim

Δx→０

loga １＋
Δx
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

Δx

＝
１
xlimΔx→０loga １＋

Δx
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
Δx

＝
１
xlogalim

Δx→０
１＋
Δx
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
Δx

＝
１
xlogae＝

１
xlna．

即

(logax)′＝
１

xlna．

特殊地,有

(lnx)′＝
１
x．

六、 高阶导数

对于正弦函数f(x)＝sinx,有f′(x)＝cosx,对于余弦函数,我们仍然可以求导,
从而得到正弦函数的二阶导数f″(x)＝－sinx,对这个二阶导数继续求导,可以得到更高

阶的导数．
一般地,如果函数f′(x)仍然可以对x 求导,它的导数称为函数y＝f(x)的二阶导

数,记作

f″(x),y″,
d２y
dx２或

d２f
dx２．

函数y＝f(x)的n 阶导数,记作f(n)(x),含义如下

f(n)(x)＝[f(n－１)(x)]′．

　设函数y＝lnx,求y′,y″,y‴,y(４)．

解　y′＝(lnx)′＝
１
x
;

—１６—
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y″＝
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷′＝－

１
x２;

y‴＝ －
１
x２

æ

è
ç

ö

ø
÷′＝－(－２)x－２－１＝

２
x３;

y(４)＝ ２
x３
æ

è
ç

ö

ø
÷′＝２×(－３)x－３－１＝－

６
x４．

二阶导数在物理力学中有重要的意义．如列车做变速直线运动,路程s是时间t的函

数s＝s(t),则一阶导数表示列车运行的速度:

v＝
ds
dt．

二阶导数表示的是列车的加速度:

d
dt
(ds
dt
)＝
dv
dt＝a．

习题３Ｇ１

１􀆰已知自由落体运动方程s＝s(t)＝
１
２gt

２,求:

(１)落体在t０＝１０(秒)到t０＋Δt＝１０􀆰１(秒)时间间隔内的平均速度􀭵v;

(２)落体在t０＝１０(秒)到t０＋Δt＝１０＋Δt(秒)时间间隔内的平均速度􀭵v;
(３)落体在t０＝１０(秒)时的瞬时速度．

２􀆰过曲线y＝x２ 上两点 M０(１,１)和 M(１＋Δx,１＋Δy)作割线M０M,分别求当

Δx＝０􀆰１及Δx＝０􀆰０１时,割线M０M的斜率,并求出曲线在点M０ 处的切线斜率．
３􀆰从定义出发,求下列函数在x＝０,x＝１处的导数:

(１)y＝
１

x＋１
; (２)y＝ x．

４􀆰用函数f(x)在x０ 处的导数f′(x０)表示下列极限:

(１)lim
Δx→０

f(x０＋２Δx)－f(x０)
Δx

; (２)lim
Δx→０

f(x０＋Δx)－f(x０－Δx)
Δx ．

５􀆰利用基本公式,求下列函数的导数．
(１)y＝x－１３; (２)y＝ x．
６􀆰讨论函数

f(x)＝
x２sin

１
x
, x≠０

０,　　 x＝０

ì

î

í

ïï

ïï

在x＝０处的可导性．
７􀆰求曲线f(x)＝x２ 在(２,４)处的切线方程和法线方程．
８􀆰利用导数的定义证明(cosx)′＝－sinx．

９􀆰函数f(x)＝
x２＋１, ０≤x＜１
３x－１, １≤x{ 在点x＝１处是否可导? 为什么?
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１０􀆰求函数f(x)＝ x的三阶导数．
１１􀆰某汽车厂在测试一汽车的刹车性能时发现,刹车后汽车行驶的路程s(单位:

米)与时间t(单位:秒)满足s＝２０t－５t２,假设汽车做直线运动,求汽车在t＝１秒时的速

度和加速度．
１２􀆰设某工厂生产x 件产品的成本为

C(x)＝２０００＋１００x－０􀆰１x２(元),
函数C(x)称为成本函数,成本函数C(x)的导数C′(x)在经济学中称为边际成本􀆰试求:

(１)当生产１００件产品时的边际成本;
(２)生产第１０１件产品的成本,并与(１)中求得的边际成本作比较,说明边际成本的实

际意义．

导数的四则运算

第二节　函数的求导法则

上一节,我们根据导数的定义求出了一些基本初等函数的导数,比如常数的导数,正

弦函数、余弦函数的导数,等等,但不能利用定义求所有函数的导数,因为这将包含大量

的、烦琐的运算．因此,希望能寻找一些运算法则和求导方法,借助它们来简化求导运算．

一、 导数的四则运算

定理１　设函数u＝u(x)和v＝v(x)在x 可导,则它们的和、差、积、商(除分母为

零的点外)在x 也可导,且

(１)[u(x)±v(x)]′＝u′(x)±v′(x);
(２)[u(x)v(x)]′＝u′(x)v(x)＋u(x)v′(x);当v(x)≡c(常数)时,有[cu(x)]′＝

cu′(x);

(３)u(x)
v(x)
é

ë
êê

ù

û
úú′＝

u′(x)v(x)－u(x)v′(x)
v２(x) 􀆰

下面我们用极限的定义来证明第(１)(２)公式．
证明　(１)设f(x)＝u(x)＋v(x),

Δy＝f(x＋Δx)－f(x)＝[u(x＋Δx)＋v(x＋Δx)]－[u(x)＋v(x)]

＝[u(x＋Δx)－u(x)]＋[v(x＋Δx)－v(x)]

＝Δu＋Δv,

lim
Δx→０

Δy
Δx＝limΔx→０

Δu
Δx＋

Δv
Δx

æ

è
ç

ö

ø
÷＝lim

Δx→０

Δu
Δx＋limΔx→０

Δv
Δx
,即　[u(x)＋v(x)]′＝u′(x)＋v′(x)．

同理可以证明[u(x)－v(x)]′＝u′(x)－v′(x)．
公式(１)可以推广到有限多个函数的代数和,即

[u１(x)±u２(x)±􀆺±un(x)]′＝u′１(x)±u′２(x)±􀆺±u′n(x)．
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　求函数f(x)＝x２＋sinx－sin
π
３

的导数．

解　f′(x)＝ x２＋sinx－sin
π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷′

＝(x２)′＋(sinx)′－(sin
π
３
)′

＝２x＋cosx－０
＝２x＋cosx．

公式(２)证明如下:
(２)设f(x)＝u(x)v(x),则

Δy＝[u(x＋Δx)v(x＋Δx)]－[u(x)v(x)]

＝u(x＋Δx)[v(x＋Δx)－v(x)]＋v(x)[u(x＋Δx)－u(x)]

＝u(x＋Δx)Δv＋v(x)Δu

lim
Δx→０

Δy
Δx＝limΔx→０

u(x＋Δx)Δv
Δx ＋

v(x)Δu
Δx

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝lim
Δx→０

u(x＋Δx)lim
Δx→０

Δv
Δx＋v

(x)lim
Δx→０

Δu
Δx

＝u(x)v′(x)＋v(x)u′(x),
即

[u(x)v(x)]′＝u′(x)v(x)＋u(x)v′(x)

　　说明　(１)[cu(x)]′＝c′u(x)＋cu′(x)＝cu′(x)(c为常数),即常数因子可以提到

导数符号外面去．
(２)[u(x)v(x)]′≠u′(x)v′(x)
(３)若u,v,w 是三个可导函数,则有(uvw)′＝u′vw＋uv′w＋uvw′．

　y＝ex(sinx＋cosx),求y′􀆰

解　由定理１,有

　　y′＝(ex)′(sinx＋cosx)＋ex(sinx＋cosx)′
＝ex(sinx＋cosx)＋ex(cosx－sinx)

＝２excosx

　y＝tanx,求y′􀆰

解　y′＝(tanx)′

＝ sinx
cosx
æ

è
ç

ö

ø
÷′＝

(sinx)′cosx－sinx(cosx)′
cos２x

＝
cos２x＋sin２x
cos２x ＝

１
cos２x＝sec

２x

即
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tanx( )′＝sec２x􀆰

　某电器厂对冰箱制冷效果进行断电测试,t小时后冰箱的温度为

T＝
２t

０􀆰０５t＋１－２０
(单位:℃)

求冰箱温度T 关于时间t的导数．
解　冰箱温度T 关于时间t的导数为

dT
dt＝

２t
０􀆰０５t＋１－２０
æ

è
ç

ö

ø
÷
′
＝ ２t
０􀆰０５t＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷
′
－(２０)′

复合函数求导法则

＝
２(０􀆰０５t＋１)－２t×０􀆰０５

(０􀆰０５t＋１)２ －０＝
２

(０􀆰０５t＋１)２
(℃/h)􀆰

二、 复合函数导数的求导法则

我们知道(sinx)′＝cosx,那么(sin２x)′＝?
是否等于cos２x 呢? 答案是否定的,因为它不是正弦函数．由二倍角公式和导数的四

则运算法则,有

(sin２x)′＝(２sinxcosx)′
＝２(sinx)′cosx＋２sinx(cosx)′
＝２(cos２x－sin２x)

＝２cos２x．
结果比cos２x 多了一个系数２．事实上,函数y＝sin２x 是一个复合函数,它由y＝

sinu,u＝２x 复合而成,(sinu)′＝cosu,u′(x)＝(２x)′＝２,从而

(sin２x)′＝(sinu)′(２x)′＝２cos２x．
由这个引例,我们知道求复合函数的导数首先要弄清函数的复合结构．下面我们给出

复合函数的求导法则．
定理２(复合函数求导法则)　设函数y＝f(u)在点u 处可导,u＝φ(x)在点x 处可

导,则复合函数y＝f[φ(x)]在点x 处可导,且有

dy
dx＝f′

(u)􀅰φ′(x)或
dy
dx＝

dy
du
􀅰du
dx．

上式表明:复合函数的导数等于函数对中间变量的导数乘以中间变量对自变量的导

数,这一复合函数的求导法则通常称为链式法则．

证明　由于y＝f(u)在点u 处可导,所以lim
Δu→０

Δy
Δu＝f′

(u)

所以

Δy
Δu＝f′

(u)＋α　(lim
Δu→０

α＝０,即α为Δu→０时的无穷小)

即

Δy＝f′(u)Δu＋αΔu,
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两边同除以Δx,得到

Δy
Δx＝f′

(u)
Δu
Δx＋α

Δu
Δx
,

所以

lim
Δx→０

Δy
Δx＝limΔx→０ f′(u)

Δu
Δx＋α

Δu
Δx

é

ë
êê

ù

û
úú

＝f′(u)lim
Δx→０

Δu
Δx＋limΔx→０αlimΔx→０

Δu
Δx

根据函数在某点可导必连续的性质可知,当Δx→０时,Δu→０,从而

lim
Δx→０

α＝lim
Δu→０

α＝０,

又因为u＝φ(x)在点x 处可导,所以

lim
Δx→０

Δu
Δx＝φ′

(x),

故

lim
Δx→０

Δy
Δx＝f′

(u)φ′(x)．

即

dy
dx＝f′

(u)􀅰φ′(x)．

如果复合函数的复合层次较多,这个法则可以推广到有限多个复合步骤构成的复合函

数求导．
推论　设 函 数 y＝f(u),u＝φ(v),v＝ψ(x)都 是 可 导 函 数,则 复 合 函 数

y＝f{φ[ψ(x)]}也可导,且

y′＝f′(u)􀅰φ′(v)􀅰ψ′(x)＝y′u􀅰u′v􀅰v′x　 或　
dy
dx＝

dy
du
􀅰du
dv
􀅰dv
dx．

求复合函数的导数时,关键要分清复合函数的复合过程,认清中间变量．

　设函数y＝ex２,求dy
dx．

解　y＝ex２可以看作由y＝eu,u＝x２ 复合而成,所以

dy
dx＝

dy
du
􀅰du
dx＝e

u􀅰２x＝２xex２．

　设函数y＝cos(x２＋３),求dy
dx．

解　y＝cos(x２＋３)可以看作由y＝cosu,u＝x２＋３复合而成,所以

dy
dx＝

dy
du
􀅰du
dx＝－sinu

􀅰２x＝－２xsin(x２＋３)．

　求函数y＝ln(sin３x)的导数．

解　y＝ln(sin３x)可以看作由y＝lnu,u＝sinv,v＝３x 复合而成,所以
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dy
dx＝

dy
du
􀅰du
dv
􀅰dv
dx＝

(lnu)′u􀅰(sinv)′v􀅰(３x)′x＝
１
u
􀅰cosv􀅰３

＝
１

sin３x
􀅰cos３x􀅰３＝３cot３x．

从以上的例子可以看出,应用复合函数求导法则时,首先要分析所给函数可看作由哪

些函数复合而成,或者说,所给函数能分解成哪些函数的复合．如果所给函数能分解成比

较简单的函数的复合,而这些简单函数的导数容易求得,那么应用复合函数的求导法则就

可以求解所给函数的导数了．
在开始时可以先设中间变量,一步一步去做,熟练之后,中间变量可以省略不写􀆰例

７可以按照下面的方式来计算．
dy
dx＝

１
sin３x

􀅰(sin３x)′

＝
１

sin３x
􀅰cos３x􀅰(３x)′

＝
１

sin３x
􀅰cos３x􀅰３

＝３cot３x．

　求函数y＝(１＋２x３)４ 的导数．

解　
dy
dx＝４

(１＋２x３)３􀅰(１＋２x３)′

＝４(１＋２x３)３×６x２

＝２４x２(１＋２x３)３．

习题３Ｇ２

１􀆰利用导数的四则运算法则求解下列函数的导数．

(１)y＝３x２＋
１
x＋４

;　　　　　　　　　　(２)y＝x３＋cosx;

(３)y＝x􀅰lnx; (４)y＝
sinx
x
;

(５)y＝ x＋
１
x２; (６)y＝２exsinx;

(７)y＝(x－１)(x－２)(x－３); (８)y＝
１－x
１＋x．

２􀆰求下列函数的导数．
(１)y＝(３x２＋１)２; (２)y＝sin３x;
(３)y＝lncosx; (４)y＝sin２x;

(５)y＝ ２－x２; (６)y＝e２x;

(７)y＝loga(x２＋１); (８)y＝ln(x＋ １＋x２)．
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３􀆰质量为m０ 的物质在化学分解过程中,经过时间t后,剩余质量m 与时间t的关系

式为m＝m０e－kt(k＞０),求质量m 对时间t的导数．

隐函数的导数及
对数求导法

第三节　隐函数的导数

一、 隐函数的导数

有些函数可以用y＝f(x)这样的形式来表示,其自变量和因变量的关系一目了然,我

们称这样的函数为显函数．如y＝sinx,y＝ １－x２．
但是有些函数的表达方式却不是这样的,由方程F(x,y)＝０所确定的函数称为隐函

  
数
 ．如方程x２＋y２＝４,ex＋y＝xy,x＋y３－１＝０．

把一个隐函数化为显函数,称为隐函数的显化．

例如,从方程x２＋y２＝４解出y＝± ４－x２,就是把隐函数化成了显函数．但有些

隐函数很难化为显函数,如由方程ex＋y＝xy 所确定的函数．
隐函数的求导法则:把方程F(x,y)＝０中的y 看作x 的函数y(x),再利用复合函

数的求导法则,将方程两端对x 求导,然后解出dy
dx

即可．

　求由方程x２＋y２＝４所确定的隐函数的导数dy
dx．

解　将方程两边对x 求导,注意y 是x 的函数,根据复合函数的求导法则,有

d
dx
(x２＋y２)＝０．

２x＋２y
dy
dx＝０．

整理得

dy
dx＝－

x
y

．

验算　先解出y,即先显化为y＝± ４－x２,不妨取正的,
dy
dx＝

１
２
(４－x２)－１２􀅰(４－x２)′＝

１
２
(４－x２)－１２􀅰(－２x)＝－

x
y

．

取负号时同样可以验算得到dy
dx＝－

x
y

．

　　说明　隐函数求导时注意以下三点:
(１)方程两端同时对x 求导数,注意y 是x 的函数;
(２)从求导后的方程中解出y′来;
(３)隐函数求导允许其结果中含有y􀆰求函数在某一点的导数值时不但要把x 值代

入,还要把对应的y 值代入．

—８６—

高等数学



　求由方程ey＋xy－e＝０确定的隐函数的导数dy
dx．

解　方程两边对x 求导,并应用链式法则,得

d
dx
(ey＋xy－e)＝０．

ey
dy
dx＋y＋x

dy
dx＝０．

dy
dx＝－

y
x＋ey．

　求方程y＝２＋xey 确定的隐函数的导数y′ x＝０．

解　方程两边对x 求导数,并应用链式法则,得

dy
dx＝e

y＋xey
dy
dx．

dy
dx＝

ey

１－xey．

由于隐函数导数表达式中含有y,所以我们需要先代入原方程求出和x 相对应的y 的

值,才能求出在点x＝０的导数值．

当x＝０时,代入原方程得y＝２,所以dy
dx x＝０＝

ey

１－xey x＝０＝e２．

　求曲线x２＋xy＋y２＝４在点M(－２,２)处的切线方程．

解　方程两边对x 求导,得

２x＋y＋xy′＋２yy′＝０．
解出y′,得

y′＝－
２x＋y
x＋２y

．

于是

y′|M＝(－
２x＋y
x＋２y

)
x＝－２
y＝２

＝１．

所以曲线在点M(－２,２)处的切线方程为

y－２＝１􀅰[x－(－２)]
即x－y＋４＝０,如图３Ｇ３Ｇ１所示．

二、 对数求导法

　证明指数函数的导数

(ax)′＝axlna．
证明　对y＝ax 两边取自然对数,得

lny＝xlna,
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图３Ｇ３Ｇ１

方程两边对x 求导数,并应用链式法则,得

１
y
􀅰dy
dx＝lna

,

从而

dy
dx＝ylna＝a

xlna．

特别地,当a＝e时,有

(ex)′＝ex．
即以e为底的指数函数y＝ex 的导数是它本身．

在推导指数函数y＝ax(a＞０,a≠１)的导数时,采用将函数两边先取对数,然后用隐

函数求导的方法求解􀆰这种方程通常称为对数求导法
     ．下面再举几个典型的例子来说明这

种方法．

　求函数y＝xx 的导数．

解　这个函数是幂指函数．因为底和指数中均含有自变量x,显然不能直接用幂函数

或者指数函数的求导公式．运用对数求导法,对y＝xx 两边取自然对数,得

lny＝xlnx．
方程两边对x 求导数,得

１
y
􀅰y′＝lnx＋１．

所以

y′＝y(lnx＋１)＝xx(lnx＋１)．
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　求函数y＝
(x－１)(x－２)
(２x－３)(x－４)

(x＞４)的导数．

解　先对函数两边取自然对数,得

lny＝
１
２
[ln(x－１)＋ln(x－２)－ln(２x－３)－ln(x－４)]．

方程两边对x 求导数,得

１
y
􀅰y′＝

１
２

１
x－１＋

１
x－２－

２
２x－３－

１
x－４

æ

è
ç

ö

ø
÷．

所以

y′＝
１
２

(x－１)(x－２)
(２x－３)(x－４)

１
x－１＋

１
x－２－

２
２x－３－

１
x－４

æ

è
ç

ö

ø
÷．

由上面的例子可以看出,对数求导法主要用于形如y＝u(x)v(x)的幂指函数以及函数

表达式为多个因子的幂的连乘积形式的函数的求导运算,可以大大简化运算过程．

三、 反三角函数的导数

１􀆰反正弦函数

(arcsinx)′＝
１
１－x２

　(－１＜x＜１)

证明　y＝arcsinx(－１＜x＜１)等价于

x＝siny　 －
π
２＜y＜

π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷,

方程两边对x 求导数,得

１＝cosy􀅰
dy
dx
,

即

dy
dx＝

１
cosy

＝
１

１－sin２y
＝

１
１－x２

．

２􀆰反余弦函数

(arccosx)′＝－
１
１－x２

　(－１＜x＜１)

证明　略．
３􀆰反正切函数

(arctanx)′＝
１

１＋x２．

证明　y＝arctanx(－∞＜x＜＋∞)等价于

x＝tany　 －
π
２＜y＜

π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷,

方程两边对x 求导数,得

—１７—

第三章　惊叹国家速度　明晰变化速率———导数及其应用



１＝sec２y􀅰
dy
dx
,

即

dy
dx＝

１
sec２y

＝
１

１＋tan２y
＝
１

１＋x２．

４􀆰反余切函数

(arccotx)′＝－
１

１＋x２

证明　略．
为便于查阅,把基本初等函数的导数公式和求导法则归纳如下．
１􀆰常用基本初等函数的求导公式

(１)(C)′＝０,　　　　　　　　　 (２)(xμ)′＝μxμ－１,
(３)(sinx)′＝cosx, (４)(cosx)′＝－sinx,
(５)(tanx)′＝sec２x, (６)(cotx)′＝－csc２x,
(７)(secx)′＝secxtanx, (８)(cscx)′＝－cscxcotx

(９)(arcsinx)′＝
１
１－x２

, (１０)(arccosx)′＝－
１
１－x２

,

(１１)(arctanx)′＝
１

１＋x２, (１２)(arccotx)′＝－
１

１＋x２,

(１３)(ax)′＝axlna, (ex)′＝ex．

(１４)(logax)′＝
１

xlna
, (lnx)′＝

１
x．

２􀆰基本求导公式

(１)(u±v)′＝u′±v′．
(２)(uv)′＝u′v＋uv′,　　(Cu)′＝Cu′．

(３)u
v

æ

è
ç

ö

ø
÷′＝

u′v－uv′
v２

３􀆰复合函数求导法则

设函数y＝f(u),u＝φ(x),且f(u),φ(x)都可导,则复合函数y＝f[φ(x)]的导

数为

dy
dx＝f′

(u)􀅰φ′(x)或
dy
dx＝

dy
du
􀅰du
dx．

习题３Ｇ３

１􀆰求由方程ey＋xy－e＝０所确定的隐函数的导数dy
dx．

２􀆰求由方程y＝x＋
１
２siny

所确定的隐函数的导数dy
dx．

３􀆰求椭圆x２

１６＋
y２

９＝１
在点M －２,

３３
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 处的切线方程和法线方程．
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４􀆰应用对数求导法求下列函数的导数:
(１)y＝(lnx)x; (２)y＝xsinx(x＞０);

(３)y＝(１＋x)x; (４)y＝
(x－１)(x－２)
(x－３)(x－４)　

(x＞４)．

５􀆰证明:(arccosx)′＝－
１
１－x２

(－１＜x＜１)．

费马定理和罗尔定理

第四节　中 值 定 理

导数是刻画函数在一点处变化率的数学概念,它只能从局部考察函数的性态􀆰在实际

生活中,常常要研究函数在区间上的整体性态,本节的中值定理就是从局部推测整体性质

的有力工具．

一、 费马定理

作为中值定理的预备知识,先定义函数的极值概念．
定义１ 　设函数f(x)在点x０ 的某邻域U(x０)内有定义,若对任意的x∈U(x０),

恒有

f(x０)≥f(x),
则称f(x０)为函数f(x)的极大值

   
,x０ 称为极大值点．

定义２ 　设函数f(x)在点x０ 的某邻域U(x０)内有定义,若对任意的x∈U(x０),
恒有

f(x０)≤f(x),
则称f(x０)为函数f(x)的极小值

   
,x０ 称为极小值点．

极大值和极小值统称为极值．极大值点、极小值点统称为极值点．

图３Ｇ４Ｇ１

如图３Ｇ４Ｇ１所示,函数在x＝x０,x２ 处均取得极

大值,在x＝x１ 处取得极小值,x０,x１,x２ 均为极

值点．
定理１(费马定理)　设函数f(x)在点x０ 的某邻

域U(x０)内有定义,并且在x０ 处可导,如果对任意的

x∈U(x０),有

f(x)≤f(x０)　(或f(x)≥f(x０)),
那么

f′(x０)＝０．
简言之,设函数f(x)在点x０ 处可导,且在点x０

取得极值,则必有

f′(x０)＝０．
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证明　不妨设x∈U(x０)时,f(x)≤f(x０)(如果f(x)≥f(x０),可以类似地证明)􀆰
于是,对于x０＋Δx∈U(x０),有

f(x０＋Δx)≤f(x０),
从而

当Δx＞０时, f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx ≤０;

当Δx＜０时, f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx ≥０．

根据函数f(x)在x０ 可导的条件及极限的保号性,便得到

f′(x０)＝f′＋(x０)＝lim
Δx→０＋

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx ≤０,

f′(x０)＝f′－(x０)＝lim
Δx→０－

f(x０＋Δx)－f(x０)
Δx ≥０．

所以

f′(x０)＝０．

　　说明　费马定理的几何解释:若曲线y＝f(x)上处处有切线,且f(x)在x０ 处取

得极值,则曲线y＝f(x)在点(x０,f(x０))处有水平切线(如图３Ｇ４Ｇ１)．

图３Ｇ４Ｇ２

由导数的概念知道,f′(x０)是f(x)在点x０ 的变化率,
因而f′(x０)＝０就表明f(x)在点x０ 的变化率为０,所以使

导数f′(x)等于０的点称为函数f(x)的稳定点
   

(或驻点
   

)．
费马定理给出了可导函数存在极值的必要条件,但不是

充分条件,也就是说可导函数的极值点一定是稳定点,但稳

定点不一定是极值点．例如函数y＝x３,虽然x＝０是它的

稳定点,但不是极值点,如图３Ｇ４Ｇ２所示．

二、 罗尔定理

观 察 图 ３Ｇ４Ｇ３,设 曲 线 弧 AB︵ 是 函 数 y ＝f (x)
(x∈[a,b])的图形．这是一条连续的曲线弧,除端点外处

处具有不垂直于x 轴的切线,且两个端点的纵坐标相等,
即f(a)＝f(b)．可以发现在曲线的最高点C 或最低点D
处,曲线有水平的切线􀆰如果记C 点的横坐标为ξ,那么就

有f′(ξ)＝０．
现在用分析语言把这个几何现象描述出来,就是下面的

罗尔定理．
定理２(罗尔定理)　如果函数f(x)满足

(１)在闭区间[a,b]上连续;
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图３Ｇ４Ｇ３

(２)在开区间(a,b)内可导;
(３)在区间端点的函数值相等,即f(a)＝f(b),

那么在(a,b)内至少有一点ξ(a＜ξ＜b),使得

f′(ξ)＝０．
证明　由于f(x)在闭区间[a,b]上连续,根据闭

区间上连续函数的最大值和最小值定理,f(x)在闭区

间[a,b]上必定取得它的最大值M 和最小值m􀆰这样,
只有两种可能情形:

(１)M＝m􀆰这时f(x)在闭区间[a,b]上必然取相同的数值 M:f(x)≡M􀆰由此,

∀x∈(a,b),有f′(x)＝０􀆰因此,任取ξ∈(a,b),有f′(ξ)＝０．
(２)M＞m􀆰因为f(a)＝f(b),所以M 和m 这两个数中至少有—个不等于f(x)在区

间[a,b]的端点处的函数值．为确定起见,不妨设 M≠f(a)(如果设m≠f(a),证法完

全类似)􀆰那么必定在开区间(a,b)内有一点ξ,使f(ξ)＝M􀆰因此,∀x∈[a,b],有

f(x)≤f(ξ),从而由费马定理可知f′(ξ)＝０􀆰证毕．

　　说明　罗尔定理的几何意义:在闭区间[a,b]上的连续函数y＝f(x),如果除端

点外处处都有不垂直于x 轴的切线,且两端点的纵坐标相等,那么曲线上至少有一点,
在该点处的切线平行于x 轴．

　验证罗尔定理对函数y＝lnsinx 在区间 π
６
,５π
６

é

ë
êê

ù

û
úú 上的正确性．如图３Ｇ４Ｇ

４所示．

图３Ｇ４Ｇ４

证明　f(x)＝lnsinx 在 π
６
,５π
６

é

ë
êê

ù

û
úú 上连续,在 π

６
,５π
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内可导,又

f
π
６

æ

è
ç

ö

ø
÷＝lnsin

π
６＝ln

１
２
,f

５π
６

æ

è
ç

ö

ø
÷＝lnsin

５π
６＝ln

１
２
,

所以

f
π
６

æ

è
ç

ö

ø
÷＝f

５π
６

æ

è
ç

ö

ø
÷,

因此满足罗尔定理的条件,则在 π
６
,５π
６

æ

è
ç

ö

ø
÷ 内至少存在一个ξ,使得

f′(ξ)＝０,
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而

f′(ξ)＝
cosξ
sinξ

＝０,

得到

ξ＝
π
２∈

π
６
,５π
６

æ

è
ç

ö

ø
÷．

所以得证．

　设f(x)＝(x－１)(x－２)(x－３),不求函数f(x)的导数,判断其导函数

有几个实根,以及实根所在的范围．
解　因为f(x)在(－∞,＋∞)内是连续且可导的,并且f(１)＝f(２)＝f(３),所以

在[１,２],[２,３]上满足罗尔定理的三个条件􀆰因此在(１,２)内至少存在一点ξ１,使得

f′(ξ１)＝０􀆰同理,在(２,３)内至少存在一点ξ２,使得f′(ξ２)＝０．
又f′(x)是二次多项式,最多有两个实根,所以f(x)＝(x－１)(x－２)(x－３)的导函

数有两个实根,分别在区间(１,２)及(２,３)内．

拉格朗日中值定理

三、 拉格朗日中值定理

罗尔定理中f(a)＝f(b)这个条件是相当特殊的,它使罗尔定理

的应用受到限制􀆰如果把f(a)＝f(b)这个条件取消,但仍保留其余

两个条件,并相应地改变结论,那么就得到微分学中十分重要的拉格朗日中值定理．

图３Ｇ４Ｇ５

　　　
图３Ｇ４Ｇ６

定理３(拉格朗日中值定理)　如果函数f(x)满足

(１)在闭区间[a,b]上连续;
(２)在开区间(a,b)内可导,

那么在(a,b)内至少有一点ξ,使等式

f′(ξ)＝
f(b)－f(a)

b－a
或
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f(b)－f(a)＝f′(ξ)(b－a) (３Ｇ４Ｇ１)

先看一下定理３的几何意义:由图３Ｇ４Ｇ５可看出,f
(b)－f(a)
b－a

为弦AB 的斜率,而

f′(ξ)为曲线在点C 处的切线的斜率􀆰因此拉格朗日中值定理的几何意义是;如果连续曲

线y＝f(x)的弧AB︵上除端点外处处具有不垂直于x 轴的切线,那么这弧上至少有一点C,
使曲线在C 点处的切线平行于弦AB．

从罗尔定理的几何意义中(图３Ｇ４Ｇ３)看出,由于f(a)＝f(b),弦AB 是平行于x 轴

的,因此点C 处的切线实际上也平行于弦AB􀆰由此可见,罗尔定理是拉格朗日中值定理

的特殊情形．
从上述拉格朗日中值定理与罗尔定理的关系,自然想到利用罗尔定理来证明拉格朗日

中值定理􀆰但在拉格朗日中值定理中,函数f(x)不一定具备f(a)＝f(b)这个条件,为此

我们设想构造一个与f(x)有密切联系的函数φ(x)(称之为辅助函数),使φ(x)满足条件

φ(a)＝φ(b)􀆰然后对φ(x)应用罗尔定理,再把对φ(x)所得的结论转化到f(x)上,证得

所要的结果􀆰我们从拉格朗日中值定理的几何解释中来寻找辅助函数,从图３Ｇ４Ｇ６中看

到,有向线段NM→的值是x 的函数,把它表示为φ(x),它与f(x)有密切的联系,当x＝
a 及x＝b时,点M 与点N 重合,即有φ(a)＝φ(b)＝０􀆰为求得函数φ(x)的表达式,设

直线AB 的方程为y＝L(x),则

L(x)＝f(a)＋
f(b)－f(a)

b－a
(x－a),

由于点M、N 的纵坐标依次为f(x)及L(x),故表示有向线段NM 的值的函数

φ(x)＝f(x)－L(x)＝f(x)－f(a)－
f(b)－f(a)

b－a
(x－a),

下面就利用这个辅助函数来证明拉格朗日中值定理．
证明　引进辅助函数

φ(x)＝f(x)－f(a)－
f(b)－f(a)

b－a
(x－a)

容易验证函数φ(x)适合罗尔定理的条件:φ(x)在闭区间[a,b]上连续,在开区间

(a,b)内可导,且φ(a)＝φ(b)＝０,

φ′(x)＝f′(x)－
f(b)－f(a)

b－a ．

根据罗尔定理,可知在(a,b)内至少有一点ξ,使φ′(ξ)＝０,即

f′(ξ)－
f(b)－f(a)

b－a ＝０．

由此得

f′(ξ)＝
f(b)－f(a)

b－a
,

即

f(b)－f(a)＝f′(ξ)(b－a)．
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证毕．

　　说明　显然,公式(３Ｇ４Ｇ１)对于b＜a 也成立􀆰该式叫作拉格朗日中值公式
        ．

应用拉格朗日中值定理,我们可得到两个重要推论．
大家知道,如果函数f(x)在某一区间上是一个常数,那么f(x)在该区间上的导数恒

为零􀆰反过来,导数为０的函数是否为常函数呢?
推论１　若函数f(x)在区间(a,b)内可导,且f′(x)＝０,则f(x)在区间(a,b)内

是一个常数．
证明　在区间(a,b)内任取两点x１、x２(x１＜x２),函数f(x)在[x１,x２]上满足拉

格朗日中值定理的条件,有

f(x２)－f(x１)＝f′(ξ)(x２－x１)　 (x１＜ξ＜x２)．
由假定,f′(ξ)＝０,所以f(x２)－f(x１)＝０．即

f(x２)＝f(x１)．
因为x１、x２ 是(a,b)内任意两点,所以上面的等式表明:f(x)在(a,b)内的函数

值总是相等的,这就是说,f(x)在区间(a,b)内是一个常数．
推论２　若函数f(x)与g(x)在区间(a,b)内满足条件f′(x)≡g′(x),则这两个函

数至多相差一个常数,即f(x)＝g(x)＋C．
证明　设h(x)＝f(x)－g(x),则

h′(x)＝f′(x)－g′(x)＝０　(x∈(a,b))．
由推论１,h(x)＝C,即

f(x)＝g(x)＋C．

　证明恒等式arcsinx＋arccosx＝
π
２　

(x∈[－１,１])．

证明　设f(x)＝arcsinx＋arccosx,则f′(x)≡０(x∈[－１,１]),由推论１,得

f(x)≡C􀆰因为f(０)＝
π
２
,所以C＝

π
２􀆰

又

f(１)＝arcsin１＋arccos１＝
π
２＋０＝

π
２
,

f(－１)＝arcsin(－１)＋arccos(－１)＝－
π
２＋π＝

π
２
,

所以有f(x)＝
π
２
(x∈[－１,１]),即

arcsinx＋arccosx＝
π
２　

(x∈[－１,１])．

　证明不等式

arctanx１－arctanx２≤x２－x１　(x１＜x２)
证明　设f(x)＝arctanx,显然,f(x)在[x１,x２]上满足拉格朗日中值定理的条件,

所以

—８７—
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arctanx２－arctanx１ ＝f′(ξ)(x２－x１)　ξ∈(x１,x２)

＝
１

１＋ξ２
(x２－x１)≤x２－x１

得证．

　证明当x＞０时,

x
１＋x＜ln

(１＋x)＜x．

证明　设f(t)＝ln(１＋t),显然f(t)在区间[０,x]上满足拉格朗日中值定理的条件,
根据定理,应有

f(x)－f(０)＝f′(ξ)(x－０),０＜ξ＜x．

由于f(０)＝０,f′(ξ)＝
１
１＋ξ

,因此上式即为

ln(１＋x)＝
x
１＋ξ

．

又由０＜ξ＜x,有

x
１＋x＜

x
１＋ξ

＜x,

即

x
１＋x＜ln

(１＋x)＜x．

　　说明　此题也可通过构造函数f(t)＝lnt在[１,１＋x]上运用拉格朗日中值定理进

行证明．

∗定理４(柯西中值定理)　如果函数f(x)及g(x)满足

(１)在闭区间[a,b]上连续;
(２)在开区间(a,b)内可导;
(３)对任一x∈(a,b),g′(x)≠０．

那么在(a,b)内至少有一点ξ,使等式

f′(ξ)
g′(ξ)

＝
f(b)－f(a)
g(b)－g(a)

(３Ｇ４Ｇ２)

成立．
证明　略．
很明显,如果取g(x)＝x,那么g(b)－g(a)＝b－a,g′(x)＝１,因而公式(３Ｇ４Ｇ２)就

可以写成

f′(ξ)＝
f(b)－f(a)

b－a
,

这样就变成拉格朗日中值公式了．
罗尔定理、拉格朗日中值定理和柯西中值定理统称为中值定理,它们沟通了函数及其

导数之间的关系,从而为我们研究导数的某些特性提供了方法．

—９７—
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习题３Ｇ４

１􀆰对函数f(x)＝sinx 在[０,π]上验证罗尔定理,并作出其图形．
２􀆰讨论下列问题(所举的例子可以用图形表示):
(１)举例说明,罗尔定理的条件是缺一不可的;
(２)举例说明,罗尔定理中导数的零点不一定唯一．
３􀆰设f(x)＝(x－１)(x－２)(x－３)(x－４),不求函数f(x)的导数,判断其导函数有

几个实根,以及实根所在的范围．
４􀆰对函数f(x)＝lnx 在区间x∈[１,２]上验证拉格朗日中值定理．

５􀆰证明恒等式arctanx＋arccotx＝
π
２　

(－∞＜x＜＋∞)．

６􀆰证明不等式|sinx２－sinx１|≤|x２－x１|．
７􀆰证明不等式ex＞１＋x (x＞０)．

∗８􀆰对函数f(x)＝sinx 及g(x)＝x＋cosx 在区间 ０,
π
２

é

ë
êê

ù

û
úú 上验证柯西中值定理的

正确性．

洛必达法则

第五节　洛必达法则

在第一章中,我们介绍了极限的四则运算法则,然而要求出下面的极限,例如

lim
x→０

１－cosx
x２ ,lim

x→＋∞

lnx
x
,lim

x→０＋
xlnx,􀆺,

是无能为力的,因为它们都不能直接运用极限的运算法则求解．

当x→０时,１－cosx
x２ 的分子和分母的极限都是无穷小,我们把这种形式简记为０

０
型．

当x→＋∞时,lnx
x

的分子和分母的极限都是无穷大,我们把这种形式简记为∞
∞

型．

当x→０＋时,x 是无穷小,lnx 是无穷大,我们把这种形式简记为０􀅰∞型．
上述极限是否存在以及是何值,需要进一步讨论,通常把上述极限叫作未定式的极

限．洛必达法则为我们提供了一种确定上述未定式的相当普遍且有效的方法．

一、 ０
０

型未定式

定理１(洛必达法则Ⅰ)　设函数f(x)及g(x)满足

(１)lim
x→x０

f(x)＝０,lim
x→x０

g(x)＝０;

(２)在点x０ 的某去心邻域内可导且g′(x)≠０;

(３)lim
x→x０

f′(x)
g′(x)

＝A(或∞),

则

—０８—
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lim
x→x０

f(x)
g(x)

＝lim
x→x０

f′(x)
g′(x)

．

这就是说,当lim
x→x０

f′(x)
g′(x)

存在时,lim
x→x０

f(x)
g(x)

也存在且等于lim
x→x０

f′(x)
g′(x)

;当lim
x→x０

f′(x)
g′(x)

为

无穷大时,lim
x→x０

f(x)
g(x)

也是无穷大．这种在一定条件下通过对分子分母分别求导再求极限来

确定未定式的值的方法称为洛必达
   

(L’Hospital)法则
  ．

其证明需用到柯西中值定理,略去不证．

　　说明　 (１)如果
f′(x)
g′(x)当x→x０ 时仍属

０
０

型,且这时f′(x),g′(x)仍能满足定理

中f(x),g(x)所满足的条件,那么可以继续使用洛必达法则,即

lim
x→x０

f(x)
g(x)＝limx→x０

f′(x)
g′(x)＝limx→x０

f″(x)
g″(x)．

且可以以此类推．

(２)在相应条件下,当x→∞时的
０
０

型未定式,上述结论也成立．

　求lim
x→１

x３－１
x－１．

解　由于lim
x→１
(x－１)＝０,lim

x→１
(x３－１)＝０,极限为０

０
型未定式,利用洛必达法则,

因为

lim
x→１

(x３－１)′
(x－１)′＝limx→１

３x２

１ ＝３
,

所以

lim
x→１

x３－１
x－１＝３．

在具体解题时,通常可以写为

lim
x→１

x３－１
x－１＝limx→１

(x３－１)′
(x－１)′＝limx→１

３x２

１ ＝３．

　求lim
x→０

sin２x
sin３x􀆰　　

０
０

型æ

è
ç

ö

ø
÷

解　lim
x→０

sin２x
sin３x＝limx→０

(sin２x)′
(sin３x)′＝limx→０

２cos２x
３cos３x＝

２
３．

　求lim
x→０

x－sinx
x３ 􀆰　 ０

０
型æ

è
ç

ö

ø
÷

解　连续两次使用洛必达法则,有

lim
x→０

x－sinx
x３ ＝lim

x→０

(x－sinx)′
(x３)′ ＝lim

x→０

１－cosx
３x２ ＝lim

x→０

(１－cosx)′
(３x２)′ ＝lim

x→０

sinx
６x ＝

１
６．

二、 ∞
∞

型未定式

定理２(洛必达法则Ⅱ)　设函数f(x)及g(x)满足

—１８—
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(１)lim
x→x０

f(x)＝∞,lim
x→x０

g(x)＝∞;

(２)在点x０ 的某去心邻域内可导且g′(x)≠０;

(３)lim
x→x０

f′(x)
g′(x)

＝A(或∞),

则

lim
x→x０

f(x)
g(x)

＝lim
x→x０

f′(x)
g′(x)

．

这里,将x→x０ 换成x→∞也成立．

　求lim
x→＋∞

lnx
x２􀆰

∞
∞

型æ

è
ç

ö

ø
÷

解　lim
x→＋∞

lnx
x２ ＝limx→＋∞

(lnx)′
(x２)′ ＝limx→＋∞

１
x
２x＝limx→＋∞

１
２x２＝０．

　求lim
x→＋∞

x２

ex􀆰
∞
∞

型æ

è
ç

ö

ø
÷

解　lim
x→＋∞

x２

ex＝limx→＋∞

(x２)′
(ex)′＝limx→＋∞

２x
ex ＝limx→＋∞

(２x)′
(ex)′＝limx→＋∞

２
ex＝０．

当x→＋∞时,对数函数、幂函数、指数函数的值都无限增大,但它们增长的速度是

不一样的,指数函数增长最快,幂函数次之,对数函数增长最慢．

三、 其他未定式

０
０

型与∞
∞

型是两种基本的未定式,除此之外,还有０􀅰∞,∞－∞,００,１∞,∞０ 等

类型的未定式,虽然它们不能直接用洛必达法则,但可以通过适当变形,将它们转化为０
０

型与∞
∞

型未定式,然后再用洛必达法则．

　求极限lim
x→＋∞

x π
２－arctanxæ

è
ç

ö

ø
÷．(∞􀅰０型)

解　lim
x→＋∞

x π
２－arctanxæ

è
ç

ö

ø
÷＝lim

x→＋∞

π
２－arctanx

１
x

０
０

型æ

è
ç

ö

ø
÷

＝lim
x→＋∞

－
１

１＋x２

－
１
x２

＝lim
x→＋∞

x２

１＋x２＝１．

　求极限lim
x→１

２
x２－１－

１
x－１

æ

è
ç

ö

ø
÷．(∞－∞型)

解　lim
x→１

２
x２－１－

１
x－１

æ

è
ç

ö

ø
÷＝lim

x→１

２－(x＋１)
x２－１ ＝lim

x→１

１－x
x２－１

０
０

型æ

è
ç

ö

ø
÷

—２８—
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＝lim
x→１

－１
２x＝－

１
２．

　求极限lim
x→０＋

xx􀆰(００ 型)

解　lim
x→０＋

xx＝lim
x→０＋
exlnx＝e

lim
x→０＋

xlnx
＝e

lim
x→０＋

lnx
１
x ＝e

lim
x→０＋

１
x

－
１
x２ ＝e

lim
x→０＋
(－x)
＝e０＝１．

　求lim
x→１

x
１
１－x􀆰(１∞型)

解　因为

x
１
１－x＝e

lnx
１－x

又

lim
x→１

lnx
１－x＝limx→１

１
x
－１＝－１

,

所以

lim
x→１

x
１
１－x＝lim

x→１
e
lnx
１－x＝elim　x→１

lnx
１－x＝e－１．

　求lim
x→＋∞

x
１
x􀆰(∞０ 型)

解因为

x
１
x＝e

lnx
x

又

lim
x→＋∞

lnx
x ＝lim

x→＋∞

１
x
１＝０

,

所以

lim
x→＋∞

x
１
x＝lim

x→＋∞
e
lnx
x ＝elim　x→＋∞

lnx
x ＝e０＝１．

习题３Ｇ５

１􀆰用洛必达法则求下列极限:

(１)lim
x→１

lnx
x－１

;　　　　　　　　　　(２)lim
x→０

ex－e－x

x
;

(３)lim
x→＋∞

x２

ex
; (４)lim

x→０

arctanx
x ．

(５)lim
x→＋∞

lnx
x３ ; (６)lim

x→a

sinx－sina
x－a

２􀆰求下列极限:

(１)lim
x→０

１
x－

１
ex－１

æ

è
ç

ö

ø
÷; (２)lim

x→０

x
tanx

;

(３)lim
x→０＋

x３lnx; (４)lim
x→π２

(secx－tanx)．

—３８—
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(５)lim
x→０

xe
１
x; (６)lim

x→０＋
x２x．

３􀆰下列极限能否用洛必达法则求? 为什么?

(１)lim
x→＋∞

ex－e－x

ex＋e－x
; (２)lim

x→∞

x＋sinx
x ．

函数的单调性

第六节　函数的单调性与凹凸性

一、 函数单调性的判别法

单调性是函数的重要性态之一,它既决定着函数递增和递减的状况,又能帮助研究函

数的极值、证明某些不等式．本节我们借助导数来研究函数的单调性．
观察图３Ｇ６Ｇ１中几幅函数图像,分别指出它们的单调增区间、单调减区间．

图３Ｇ６Ｇ１

借助geogebra软件,探究当函数y＝f(x)在区间(a,b)内单调递增(其图形是一条沿

x 轴正方向上升的曲线)时,观察曲线上各点的切线斜率符号．
类似探究当函数y＝f(x)在区间(a,b)单调递减(其图形是一条沿x 轴正方向下降的

曲线)时,观察曲线上各点的切线斜率符号􀆰如图３Ｇ６Ｇ２．

图３Ｇ６Ｇ２—４８—
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由此可以发现,函数的单调性与导数的符号有着密切的联系．
反过来,我们能否用导数的符号来判断函数的单调性呢? 事实上,有下面的定理

定理１　设函数f(x)在[a,b]上连续,在(a,b)内可导．
(１)若在区间(a,b)内f′(x)＞０,则f(x)在区间[a,b]上单调递增．
(２)若在区间(a,b)内f′(x)＜０,则f(x)在区间[a,b]上单调递减．
证明　函数f(x)在[a,b]上连续,在(a,b)内可导,在(a,b)内上任取两点x１,

x２(x１＜x２),应用拉格朗日中值定理,得到

f(x２)－f(x１)
x２－x１

＝f′(ξ)　 (x１＜ξ＜x２)． (３Ｇ６Ｇ１)

由于在(３Ｇ６Ｇ１)式中,x２－x１＞０,因此,如果在(a,b)内导数f′(x)＞０,那么就有

f′(ξ)＞０􀆰于是

f(x２)－f(x１)＝f′(ξ)(x２－x１)＞０,
即

f(x１)＜f(x２),
表明函数y＝f(x)在[a,b]上单调递增．
同理,如果在(a,b)内导数f′(x)保持负号,即f′(x)＜０,那么f′(ξ)＜０,于是

f(x２)－f(x１)＜０,即f(x１)＞f(x２),表明函数y＝f(x)在[a,b]上单调递减．

　　说明　如果把这个判定法中的闭区间换成其他各种区间(包括无穷区间),那么结

论也成立．下面通过具体的例子来加深对定理的理解．

　求函数f(x)＝x３－３x 的单调区间．

解　f′(x)＝３x２－３,令f′(x)＝０,得x１＝－１,x２＝１,它们把定义区间分成了三

个子区间(－∞,－１),(－１,１),(１,＋∞),因为当x∈(－∞,－１)时,f′(x)＞０,
当x∈(－１,１)时,f′(x)＜０,当x∈(１,＋∞)时,f′(x)＞０．

所以(－∞,－１)和(１,＋∞)是递增区间,(－１,１)是递减区间．
为简便起见,通常归纳为如下的表格:

x (－∞,－１) (－１,１) (１,＋∞)

f′(x) ＋ － ＋

f(x) ↗ ↘ ↗

对应的函数图像如图３Ｇ６Ｇ３所示．

　讨论函数y＝
３
x２的单调性．

解　函数的定义域为(－∞,＋∞)．

当x≠０时,函数的导数为　y′＝
２
３
３
x
;

当x＝０时,函数的导数不存在􀆰在(－∞,０)内,y′＜０,因此函数y＝
３
x２ 在(－

—５８—
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∞,０)]上单调递减􀆰在(０,＋∞)内,y′＞０,因此函数y＝
３
x２在[０,＋∞)上单调递增．

函数的图形如图３Ｇ６Ｇ４所示．

图３Ｇ６Ｇ３

　　　　
图３Ｇ６Ｇ４

　证明:当x＞１时,２ x＞３－
１
x．

证明　令f(x)＝２ x－ ３－
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷,则

f′(x)＝
１
x
－
１
x２＝

１
x２(x x－１)．

f(x)在[１,＋∞)上连续,在(１,＋∞)内f′(x)＞０,因此在[１,＋∞)上f(x)单调

增加,从而当x＞１时,f(x)＞f(１)．
由于f(１)＝０,故f(x)＞f(１)＝０,即

２ x－ ３－
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷＞０,

图３Ｇ６Ｇ５

亦即　　２ x＞３－
１
x　

(x＞１)．

可以借助两种方式来进行数形结合验

证,如图３Ｇ６Ｇ５所示,是在同一个坐标系中

分别绘制两个函数f(x)＝２ x,g(x)＝

３－
１
x

的图像,显然当x＞１时,２ x＞３－

１
x．而 在 图３Ｇ６Ｇ６中,只 绘 制 一 个 函 数

f(x)＝２ x－ ３－
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的图像,当x＞１时

有f(x)＞０,故２ x＞３－
１
x．

—６８—
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图３Ｇ６Ｇ６

　　说明　从例１中看出,有些函数在它的定义区间上不是单调的,但是当我们用导

数等于零的点来划分函数的定义区间以后,就可以使函数在各个部分区间上单调􀆰这

个结论对于在定义区间上具有连续导数的函数都是成立的􀆰从例２中可看出,如果函

数在某些点处不可导,则划分函数的定义区间的分点,还应包括这些导数不存在的点．
综合上述两种情形,我们有如下结论:

如果函数在定义区间上连续,除去有限个导数不存在的点外导数存在且在区间内

只有有限个驻点,那么只要用方程f′(x)＝０的根及f′(x)不存在的点来划分函数f
(x)的定义区间,就能保证f′(x)在各个部分区间内保持固定符号,因而函数f(x)在

每个部分区间上单调．

二、 曲线的凹凸性与拐点

函数的单调性反映在图形上,就是曲线的上升或者下降􀆰但在图３Ｇ６Ｇ２中,虽然曲线

都在上升或者下降,但曲线弯曲方向不一样􀆰图３Ｇ６Ｇ２(a)(d)的弧是向上凹的曲线弧,图

３Ｇ６Ｇ２(b)(c)的弧是向上凸的曲线弧,它们的凹凸性不同,下面我们研究曲线的凹凸性及

其判别方法􀆰
从几何上观察发现,在有的曲线上,如果任取两点,连接这两点的弦总位于这两点间

的弧段的上方,如图３Ｇ６Ｇ７所示,则称曲线弧为向上凹的,如果连接这两点的弦总位于这

两点间的弧段的下方,如图３Ｇ６Ｇ８所示,则称曲线弧为向上凸的．曲线的凹凸性可以用连

接曲线弧上任意两点的弦的中点与曲线弧上相应点(横坐标相同的点)的位置关系来描述．
定义１ 　设f(x)在区间I上连续,如果对I上任意两点x１,x２,恒有

f(
x１＋x２

２
)＜

f(x１)＋f(x２)
２

,

那么称f(x)在I上的图形是(向上)凹的(或凹弧),如图３Ｇ６Ｇ７所示;如果恒有

f(
x１＋x２

２
)＞

f(x１)＋f(x２)
２

,
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那么称f(x)在I上的图形是(向上)凸的(或凸弧),如图３Ｇ６Ｇ８所示．

图３Ｇ６Ｇ７

　　　
图３Ｇ６Ｇ８

如果函数f(x)在区间I上具有二阶导数,那么可以通过geobebra软件辅助探究,发

现可用二阶导数来判断曲线的凹凸性．
定理２　设f(x)在区间[a,b]上连续,在(a,b)内具有一阶和二阶导数,那么

(１)若在(a,b)内f″(x)＞０,则f(x)在区间[a,b]上的图形是凹的;
(２)若在(a,b)内f″(x)＜０,则f(x)在区间[a,b]上的图形是凸的．

　判断曲线f(x)＝lnx 的凹凸性．

解　因为f′(x)＝
１
x
,f″(x)＝－

１
x２,所以在函数f(x)＝lnx 的定义域(０,＋∞)内

有f″(x)＜０,由定理可知,曲线是凸的,如图３Ｇ６Ｇ９．

图３Ｇ６Ｇ９

　　　
图３Ｇ６Ｇ１０

　判断曲线f(x)＝x３ 的凹凸性．

解　因为f′(x)＝３x２,f″(x)＝６x􀆰当x＜０时,f″(x)＜０,所以曲线在(－∞,０]内
为凸弧;当x＞０时,f″(x)＞０,所以曲线在[０,＋∞)内为凹弧,如图３Ｇ６Ｇ１０所示．

定义２ 　设函数f(x)在某区间内连续,则曲线在该区间内的凹凸区间的分界点叫作
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该曲线的拐点
  ．

　　说明　(１)函数y＝f(x)在x０ 处的二阶导数存在,且点 M０(x０,f(x０))为曲线

y＝f(x)的拐点,则f″(x０)＝０．
(２)若f″(x０)＝０,点 M０(x０,f(x０))不一定是拐点,只有在x０ 两侧的二阶导数

异号时,点M 才是曲线的拐点．例如函数f(x)＝x４,有f″(x)＝１２x２≥０,f″(０)＝０,
由于在x＝０两侧的f″(x)同号,因此(０,０)不是函数的拐点．

(３)若函数在x０ 处的二阶导数f″(x０)不存在,但在x０ 两侧的二阶导数异号,则

M０(x０,f(x０))也是曲线的拐点．

　求曲线f(x)＝x３－６x２＋９x＋２的拐点及凹凸区间．

解　函数f(x)＝x３－６x２＋９x＋２的定义域为(－∞,＋∞)．

f′(x)＝３x２－１２x＋９,f″(x)＝６x－１２＝６(x－２)．
解方程f″(x)＝０,得x＝２,列表如下:

x (－∞,２) ２ (２,＋∞)

f″(x) － ０ ＋

f(x) 凸 拐点(２,４) 凹

所以函数的凸区间为(－∞,２],凹区间为[２,＋∞),拐点为(２,４),如图３Ｇ６Ｇ１１．

图３Ｇ６Ｇ１１

　　　
图３Ｇ６Ｇ１２

　求曲线f(x)＝
３
x的拐点．

解　函数f(x)＝
３
x在(－∞,＋∞)内连续,当x≠０时,

f′(x)＝
１

３
３
x２
,f″(x)＝－

２
９x

３
x２
,

当x＝０时,f′(x),f″(x)都不存在􀆰所以二阶导数在(－∞,＋∞)内不连续且不具
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有零点．但x＝０是f″(x)不存在的点,它把区间(－∞,＋∞)分成两个部分区间:(－∞,

０),(０,＋∞)．
在(－∞,０)内,f″(x)＞０,曲线是凹的;在(０,＋∞)内,f″(x)＜０,曲线是凸的．
当x＝０时,f(x)＝０,点(０,０)是曲线的一个拐点,如图３Ｇ６Ｇ１２所示．

习题３Ｇ６

１􀆰判断函数f(x)＝x＋cosx 的单调性．
２􀆰确定下列函数的单调区间．
(１)f(x)＝３x２＋６x＋５;　　　　　　　(２)f(x)＝x－ex．

３􀆰证明不等式:当x＞０时,１＋
１
２x＞ １＋x．

４􀆰判定下列曲线的凹凸性．

(１)f(x)＝x２－４x; (２)f(x)＝x＋
１
x　

(x＜０)．

５􀆰求下列函数图形的拐点和凹凸区间．
(１)f(x)＝x３－５x２＋３x＋２; (２)f(x)＝x４．

函数的极值

第七节　函数的极值与最值

一、 函数的极值

图３Ｇ７Ｇ１

费马定理给出了可导函数在一点取得极值的必要条

件是函数在该点的导数为０,及函数的极值点必为稳定

点．例如,如图３Ｇ７Ｇ１,对于函数f(x)＝２x３－９x２＋
１２x－３,容易算得,点x＝１及x＝２是函数f(x)的稳

定点,当 点 x 从 点x＝１的 左 邻 域 变 到 右 邻 域 时,

f′(x)的符号由正变负,函数值由单调递增变为单调递

减,所以f(１)是f(x)的极大值,点x＝１为其极大值

点．当点x 从点x＝２的左邻域变到右邻域时,f′(x)的
符号由负变正,函数值由单调递减变为单调递增,所以

f(２)是f(x)的极小值,点x＝２为其极小值点．
由此可以看出,函数的极值与其导数有着密切的

联系．

定理１(第一充分条件)　设函数f(x)在点x０ 的某邻域(x０－δ,x０＋δ)内可导,并

且f′(x０)＝０(即x０ 是f(x)的稳定点)􀆰当x 由小变大经过点x０ 时,有

(１)若f′(x)的符号由正变负,则函数f(x)在点x０ 取得极大值;
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(２)若f′(x)的符号由负变正,则函数f(x)在点x０ 取得极小值;
(３)若f′(x)的符号不变,则函数f(x)在点x０ 不取极值．
证明　事实上,就情形(１)来说,根据函数单调性的判定法,函数f(x)在(x０－δ,

x０)内单调增加,在(x０,x０＋δ)内单调减少,又由于函数f(x)在x０ 处是连续的,所以

当x∈U°(x０,δ)时,总有f(x)＜f(x０),因此f(x０)是f(x)的一个极大值(图３Ｇ７Ｇ２)．

图３Ｇ７Ｇ２

　　　　
图３Ｇ７Ｇ３

　　　　
图３Ｇ７Ｇ４

类似地可论证情形(２)(图３Ｇ７Ｇ３)及情形(３)(图３Ｇ７Ｇ４)．
定理也可简单地这样说:当x 在x０ 的邻近渐增地经过x０ 时,如果f′(x)的符号由正

变负．那么f(x)在x０处取得极大值;如果f′(x)的符号由负变正,那么f(x)在x０ 处取

得极小值;如果f′(x)的符号并不改变,那么f(x)在x０ 处没有极值．
根据上面的定理,求可导函数f(x)的极值可以按下面的三个步骤进行:
(１)求函数f(x)的导数f′(x);
(２)令f′(x)＝０,解得稳定点;
(３)判断导数f′(x)在每个稳定点两侧的符号,再根据定理１,确定函数f(x)在稳定

点是否取得极值,如果取得极值,再确定是极大值还是极小值．

　求函数f(x)＝(x－１)３ x＋
１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ 的极值点和极值．

解　(１)f′(x)＝４x(x－１)２;
(２)令f′(x)＝０,即４x(x－１)２＝０,得稳定点x１＝０,x２＝１;
(３)定义域(－∞,＋∞)被两个稳定点分成三个区间(－∞,０),(０,１),(１,＋∞),

由此列表讨论如下:

x (－∞,０) ０ (０,１) １ (１,＋∞)

f′(x) － ０ ＋ ０ ＋

f(x) ↘
极小值

f(０)＝－
１
３

↗ 不取极值 ↗

所以,x１＝０是f(x)的极小值点,极小值为－
１
３
;x２＝１不是f(x)的极值点,如图

３Ｇ７Ｇ５所示．
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图３Ｇ７Ｇ５

当函数f(x)在驻点(稳定点)处的二阶导数存在且不为零时,也可以利用下列定理来

判定f(x)在驻点处取得极大值还是极小值．
定理３(第二充分条件)　设函数f(x)在点x０ 处具有二阶导数且f′(x０)＝０,

f″(x０)≠０,那么

(１)当f″(x０)＜０时,函数f(x)在x０ 处取得极大值;
(２)当f″(x０)＞０时,函数f(x)在x０ 处取得极小值．
证明　在情形(１),由于f″(x０)＜０,按二阶导数的定义有

f″(x０)＝lim
x→x０

f′(x)－f′(x０)
x－x０

＜０．

根据函数极限的局部保号性,当x 在x０ 的足够小的去心邻域内时,恒有

f′(x)－f′(x０)
x－x０

＜０．

但f′(x０)＝０,所以上式即

f′(x)
x－x０

＜０．

从而知道,对于这去心邻域内的x 来说,f′(x)与x－x０ 符号相反􀆰因此,当x－x０＜０
即x＜x０ 时,f′(x)＞０;当x－x０＞０即x＞x０ 时,f′(x)＜０􀆰于是根据定理１知道,

f(x)在点x０ 处取得极大值．
类似地可以证明情形(２)．

　　说明　(１)定理３表明,如果函数y＝f(x)在稳定点x０ 处的二阶导数f″(x０)≠０,
那么该稳定点x０ 一定是极值点,并且可以借助二阶导数f″(x０)的符号来判定该点究竟

是极大值点还是极小值点．
(２)如果函数y＝f(x)在稳定点x０ 处的二阶导数f″(x)＝０,上述定理不能应用．

事实上,当f′(x０)＝０,f″(x０)＝０时,函数f(x)在点x０ 可能有极值,也可能没有极

值．例如函数f(x)＝x２,有f′(０)＝０,f″(０)＝０,x＝０是 极 小 值 点．而 对 函 数

f(x)＝x３,有f′(０)＝０,f″(０)＝０,但x＝０不是极值点．此时,需要改用极值存在

的第一充分条件来进行判别．
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函数的最值

二、 函数的最值

在工农业生产、工程技术及科学实验中,常常会遇到这样一类问题:
在一定条件下,怎样使“产品最多”“用料最省”“成本最低”“效率最高”等,
这类问题在数学上有时可归结为求某一函数(通常称为目标函数)的最大值或最小值问题．

图３Ｇ７Ｇ６

在日常生活中,如图３Ｇ７Ｇ６所示,要从一个班级里挑出个子最高与最矮的学生,或者

到一家商店买一支最便宜和最贵的钢笔,等等,都是在有限多个数值中求最大值和最小

值,而有限个数中总有最大值和最小值,根据常识,逐个比较就可以解决问题．
然而,函数f(x)在[a,b]有无穷多个值,要在这无限多个数中找出最大值或最小值,

和从有限个数中找最值大不一样．
首先,在无穷多个函数值中,可能根本就不存在最大值或最小值,例如下面的函数:

f(x)＝
x, ０＜x＜２,

１, x＝０或x＝２􀆰{

图３Ｇ７Ｇ７

很显然,这个函数在区间[１,２]上不存在最大值,也不存在最小

值,如图３Ｇ７Ｇ７所示．
其次,即使这样的最大值或最小值存在,怎样寻找呢? 借助极大

值和极小值的相关知识,能否找到一个较好的方法呢?
假定f(x)在闭区间[a,b]上连续,在开区间(a,b)内除有限个

点外可导,且至多有有限个驻点．在这种条件下,我们来讨论求函数

f(x)在闭区间[a,b]上的最值求法．
根据前面所学相关知识,知道闭区间上的连续函数必有最大值和最小值．
另外,如果最值f(x０)在开区间(a,b)内的点x０ 处取得,那么,按f(x)在开区间内

除有限个点外可导,且至多有有限个驻点的假定,可知f(x０)一定是f(x)的极值,从而

x０ 一定是f(x０)的驻点或者不可导点．又因为f(x)的最值也有可能在端点处取得,所以,
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可用下面的方法求函数f(x)在闭区间[a,b]上的最值:
(１)求出函数f(x)的全部驻点以及函数f(x)的不可导点;
(２)算出(１)中两类点及两个端点处的所有函数值;
(３)将(２)中算出的所有值进行比较,其中最大的一个是最大值,最小的一个是最

小值．

　求函数f(x)＝２x３＋３x２－１２x＋１４在[－３,４]上的最大值与最小值．

解　因为函数f(x)＝２x３＋３x２－１２x＋１４在[－３,４]上连续,所以存在最大值与最

小值．
(１)f′(x)＝６x２＋６x－１２＝６(x＋２)(x－１),令f′(x)＝０,得驻点为x１＝－２,

x２＝１;
(２)由于f(－２)＝３４,f(１)＝７,f(－３)＝２３,f(４)＝１４２;
(３)比较得到f(x)在x＝４处取得最大值f(４)＝１４２,在x＝１处取得最小值

f(１)＝７．　
在实际问题中,往往根据问题的性质就可以断定可导函数f(x)确有最大值或最小值,

而且一定在定义区间内部取得􀆰这时如果f(x)在定义区间内部只有一个驻点x０,那么不

必讨论f(x０)是不是极值,就可以断定f(x０)是最大值或最小值．

图３Ｇ７Ｇ８

　要制造一个容积为V 的圆柱形带盖圆桶,试问底面半径

r和桶高h 应如何确定才能使所用材料最省? (图３Ｇ７Ｇ８)
分析　要使得材料最省,就是要使圆桶的表面积S 最小􀆰因此先建

立表面积S 与底面圆半径r之间的函数关系．
由于S＝２πr２＋２πrh,V＝πr２h,所以

S＝S(r)＝２πr２＋
２V
r
,０＜r＜＋∞

问题就是求函数S(r)的最小值点．令

S′(r)＝４πr－
２V
r２＝０

,

即r３－
V
２π＝０

,这是r 的三次方程,应该有三个根,但只有一个实根r＝
３
V
２π

在(０,

＋∞)内,即函数S(r)在定义区间内只有一个驻点．根据问题的实际意义,可知r＝
３
V
２π

是函数S(r)的最小值点．

当r＝
３
V
２π

时,h＝２r,即圆桶的高等于圆桶底面的直径时,所用材料最省􀆰这种形

状的圆柱形容器,在日常生活中被广泛采用,如储油罐、化学反应器、罐头盒等􀆰当然,
日常生活中的圆柱形容器也经常采用细长形或扁平形,这是由美学、流行趋势、使用方便

以及创造品牌等因素决定,这恰恰表明社会生活的丰富多彩．

—４９—
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　小学生接受新概念的能力函数为

f(t)＝－０􀆰１t２＋２􀆰６t＋４３,t∈[０,３０]．
问t为何值时小学生学习兴趣递增或递减? 何时学习的兴趣最大?
解　f′(t)＝－０􀆰２t＋２􀆰６＝－０􀆰２(t－１３),
令f′(t)＝０,得到唯一驻点t＝１３．
当t＜１３时,f′(t)＞０,f(t)单调增加;当t＞１３时,f′(t)＜０,f(t)单调减少．
所以讲课开始后第１３分钟时小学生学习兴趣最大．在此时刻之前学习兴趣递增,此

时刻之后学习兴趣递减．

　已知某工厂生产x 件产品的成本为C(x)＝
１
４０x

２＋２００x＋２５０００(元),产

品产量x 与价格的关系为P(x)＝－
１
２０x＋４４０􀆰

求

(１)要使平均成本最小,应生产多少件产品?
(２)生产多少件产品时,企业可获得最大利润? 并求出最大利润．
解　(１)平均成本

C(x)＝
C(x)
x ＝

１
４０x

２＋２００x＋２５０００

x ＝
１
４０x＋２００＋

２５０００
x

,

C′(x)＝－
２５０００
x２ ＋

１
４０
,

令C′(x)＝０,解得x＝±１０００(舍去负值),得到唯一驻点即为平均成本最小值点．
因此,生产１０００件产品可使平均成本最小．
(２)利润函数

L(x)＝xP(x)－C(x)＝x －
１
２０x＋４４０

æ

è
ç

ö

ø
÷－C(x)

＝x －
１
２０x＋４４０

æ

è
ç

ö

ø
÷－ １
４０x

２＋２００x＋２５０００æ

è
ç

ö

ø
÷,

令L′(x)＝０,得x＝１６００,唯一驻点即为利润最大值点．
又L(１６００)＝１６７０００．
所以,生产１６００件产品时,企业可获得最大利润１６７０００元．

习题３Ｇ７

１􀆰下列命题正确吗,为什么?
(１)若f′(x０)＝０,则x０ 必为函数y＝f(x)的极值点．
(２)若x０ 为函数y＝f(x)的极值点．则必有f′(x０)＝０．
(３)函数的极大值必定大于其极小值(若极值存在)􀆰
２􀆰驻点(即稳定点)是否一定为极值点? 没有驻点是否没有极值点?

３􀆰求函数f(x)＝(x２－１)３＋１的极值．
４􀆰求下列函数在给定区间上的最大值与最小值:
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(１)y＝x４－２x２＋５,x∈[－２,２];　　　(２)y＝ln(x２＋１),x∈[－１,２]．
５􀆰要制造一个容积为V 的圆柱形无盖圆桶,试问底面半径r和桶高h 应如何确定才

能使所用材料最省?

６􀆰把边长为a 的正方形铁皮四角各剪去一个相同的正方形,再把四边折起,做成一

个无盖方盒,试问剪掉的小正方形的边长为多大时,方盒的容积最大?

７􀆰隧道的截面是矩形加半圆,周长是１５米,问矩形的底为多少时,截面积为最大?

８􀆰一汽车厂正在测试新开发的汽车发动机的效率,发动机的效率P(％)与汽车的速

度v(单位:km/h)之间的函数关系式为P＝０􀆰７６８v－０􀆰００００４v３,问发动机的最大效率为

多少?

９􀆰测量某个量A,由于仪器的精度和测量的技术等原因,对量A 做了n 次测量,测

得的数据分别是

a１,a２,􀆺,an．
取数x 作为量A 的近似值．试问x 取何值才能使x 与ai(i＝１,２,􀆺,n)之差的平

方和为最小?

１０􀆰某企业生产的一种产品的市场需求量 D(件)是其价格p(元)的函数 D(p)＝
１２０００－８０p,在产销平衡的情况下,总成本函数为C(D)＝２５０００＋５０D,又每件产品的

纳税额为１元􀆰问:当p 为多少时,企业所获得的利润最大? 最大利润是多少?

第八节　函数图形的描绘

函数图形可以直观地反映函数的性态􀆰因此,描绘函数的图形显得尤为重要􀆰在中学

阶段,我们已经掌握了用描点法绘制函数的图形,由于它只是描绘一些孤立的点,所以绘

制出的图形常常会遗漏一些关键点．本节,我们将利用导数找出函数的单调区间、凹凸区

间、极值点、拐点、最值点等关键信息,并把函数的图形描绘得比较准确．
当然,随着现代计算机技术的发展,借助于几何画板或者Geogebra等数学软件可以

方便地绘制出各种图形．但是,如何识别机器作图中的误差、如何掌握图形上的关键点、
如何选择作图的范围等,仍然需要我们有运用微分学的方法描绘函数图形的基本知识．

一、 曲线的渐近线

在描绘函数的图形时,函数的定义域往往是无穷区间,要知道曲线在无穷远处的性
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态,就需要借助曲线的渐近线．
定义１ 　如果曲线y＝f(x)的定义域是无穷区间且lim

x→－∞
f(x)＝b 或lim

x→＋∞
f(x)＝b,

则称直线y＝b为曲线y＝f(x)的一条水平渐近线．
例如,当x→∞时,有e－x２→０,则y＝０为曲线y＝e－x２的水平渐近线

     ．
定义２ 　如果曲线y＝f(x)在x＝c处间断,且lim

x→c－
f(x)＝∞或lim

x→c＋
f(x)＝∞,则

称直线x＝c为曲线y＝f(x)的一条铅直渐近线．

例如,当x→
π
２

时,有tanx→＋∞,则x＝
π
２

为曲线y＝tanx 的铅直渐近线
     ．

二、 函数图形的描绘

前面讨论了函数的单调性、奇偶性、极值、函数的凹凸性和拐点以及函数的渐近线,
对函数的性态有了比较全面的了解,下面来描绘函数的图形．

一般地,利用导数描绘函数图形的步骤如下:
第一步 确定函数的定义域;
第二步 讨论函数的周期性、奇偶性等;
第三步 求出一阶导数f′(x)和二阶导数f″(x)在函数定义域内的全部零点,函数的间

断点以及一、二阶导数不存在的点;
第四步 列表讨论,用第三步中求得的这些点把定义域分成几个部分区间,确定一阶

导数和二阶导数在这些部分区间上的符号,并由此确定函数图形的升降、凹凸和拐点;
第五步 确定函数图形的水平、铅直渐近线以及其他变化趋势;
第六步 算出f′(x)和f″(x)的零点以及不存在的点所对应的函数值,定出图形上对应

的点,然后用平滑曲线描绘成图．

　描绘函数f(x)＝
１
３x

３－x２＋２的图形．

解　(１)此函数的定义域为(－∞,＋∞);
(２)f(x)既不是奇函数,也不是偶函数,也不是周期函数;
(３)f′(x)＝x２－２x,令f′(x)＝０,得x１＝０,x２＝２．
f″(x)＝２x－２,令f″(x)＝０,得x３＝１．
(４)列表(表３Ｇ８Ｇ１)讨论:

表３Ｇ８Ｇ１

x (－∞,０) ０ (０,１) １ (１,２) ２ (２,＋∞)

f′(x) ＋ ０ － － － ０ ＋

f″(x) － － － ０ ＋ ＋ ＋

y＝f(x) 极大值为２ 拐点 极小值为
２
３

(５)函数无水平、铅直渐近线;
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(６)描绘图形如图３Ｇ８Ｇ１所示．

图３Ｇ８Ｇ１

　描绘标准正态密度函数p(x)＝
１
２π
e－

x２
２ 的图形．并指出单调增区间、单调

减区间、凹凸区间、拐点．
解　(１)p(x)的定义域为(－∞,＋∞);
(２)函数p(x)为偶函数;

(３)p′(x)＝－
x
２π
e－

x２
２,令p′(x)＝０,得驻点x＝０,

(４)由于lim
x→＝∞

p(x)＝０,所以图形有一条水平渐近线y＝０

p″(x)＝
e－

x２
２

２π
(x２－１),令p″(x)＝０,得x＝±１􀆰这些点把定义域分成若干区间,列

表(表３Ｇ８Ｇ２)讨论:

表３Ｇ８Ｇ２

x (－∞,－１) －１ (－１,０) ０ (０,１) １ (１,＋∞)

p′(x) ＋ ＋ ＋ ０ － － －

p″(x) ＋ ０ － － － ０ ＋

p(x) 拐点 极大值 拐点

图３Ｇ８Ｇ２
—８９—
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从表中可以看出,函数的增区间为(－∞,０),减区间为(０,＋∞);函数有唯一的极大值

f(０)＝
１
２π
,无极小值．函数的凹区间为(－∞,－１)、(１,＋∞),凸区间为(－１,１);

拐点为 －１,
１
２π
e－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ 和 １,

１
２π
e－１

æ

è
ç

ö

ø
÷．描绘图形如图３Ｇ８Ｇ２所示．

习题３Ｇ８

１􀆰求下列曲线的渐近线．

(１)f(x)＝e－
１
x;　　　　　　　　　　　　(２)f(x)＝

１
x２－３x－４．

２􀆰描绘函数f(x)＝x３－３x２－９x＋４的图形．
３􀆰描绘概率曲线f(x)＝e－x２的图形．
４􀆰描绘函数f(x)＝x４－２x３＋２的图形．

—９９—

第三章　惊叹国家速度　明晰变化速率———导数及其应用



总 习 题 三

一、单选题

１􀆰曲线y＝x３ 在点(２,８)处的切线方程是(　　)．
A􀆰６x－y－１２＝０ B􀆰１２x－y－１６＝０
C􀆰８x－y＋１０＝０ D􀆰１２x－y－３２＝０
２􀆰设f(x)＝cosx２,则f′(x)＝(　　)．
A􀆰－２xcosx２ B􀆰２xcosx２

C􀆰２xsinx２ D􀆰－２xsinx２

３􀆰设f(x)＝x(x－１)(x－２)􀆺(x－２０２３)(x－２０２４),则f′(０)＝(　　)．
A􀆰２０２４ B􀆰２０２４!

C􀆰－２０２４ D􀆰－２０２４!

４􀆰下列函数在x＝０点处不可导的是(　　)．

A􀆰y＝ x B􀆰y＝tanx
C􀆰y＝arccosx D􀆰y＝３－x

５􀆰设f(x)＝
sinx
x
,且０＜x１＜x２＜１,则a＝

sinx１

x１
,b＝

sinx２

x２
的大小关系是(　

　)．
A􀆰a＞b B􀆰a＝b
C􀆰a＜b D􀆰不确定

６􀆰(２０１９年)设函数f(x)在x＝０点处连续,且lim
x→０

f(x)
sin２x＝１

,则f′(０)＝(　　)．

A􀆰０ B􀆰１

C􀆰
１
２ D􀆰２

７􀆰(２０１４年)直线l与x 轴平行且与曲线y＝x－ex 正切,则切点的坐标是(　　)．
A􀆰(１,１) B􀆰(－１,１)

C􀆰(０,－１) D􀆰(０,１)

８􀆰下列结论错误的是(　　 )．
A􀆰如果函数f(x)在点x０ 处连续,则f(x)在点x０ 处可导

B􀆰如果函数f(x)在点x０ 处不连续,则f(x)在点x０ 处不可导

C􀆰如果函数f(x)在点x０ 处可导,则f(x)在点x０ 处连续

D􀆰如果函数f(x)在点x０ 处不可导,则f(x)在点x０ 处也可能连续

９􀆰函数f(x)＝|x|,在x＝０处,函数(　　)．
A􀆰没有极值 B􀆰有极小值
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C􀆰有极大值 D􀆰不确定

１０􀆰设函数f(x)在开区间(a,b)内有f′(x)＜０且f″(x)＜０,则y＝f(x)在
(a,b)内(　　)．

A􀆰单调增加,图形上凹 B􀆰单调增加,图形上凸

C􀆰单调减少,图形上凹 D􀆰单调减少,图形上凸

二、填空题

１􀆰一物体做变速直线运动,其位移关于时间的函数为s(t)＝t３,则其速度函数

v(t)＝ ．

２􀆰设函数f(x)在点x０ 处可导,则lim
Δx→０

f(x０－３Δx)－f(x０)
Δx ＝ ．

３􀆰设f(x)＝３x２＋lnx＋e,则f′(x)|x＝１＝ ．
４􀆰设方程x２＋y２－xy＝２确定隐函数y＝y(x),则y′＝ ．

５􀆰设f(x)＝ １＋
１
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

x

,则f′(１)＝ ．

６􀆰lim
x→１

２
x２－１－

１
x－１

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ ．

７􀆰函数f(x)＝２x３－９x２＋１２x－３的单调增区间是 ．
８􀆰如 果 函 数 f(x)在 点 x０ 处 可 导,且 在 点 x０ 处 取 得 极 大 值,则 f′(x０)

＝ ．
９􀆰函数y＝arctanx 的渐近线方程是 ．
１０􀆰函数y＝xex 取极小值的点是 ．
三、解答题

１􀆰讨论分段函数f(x)＝
２＋x,x≥０
２－x,x＜０{ 在x＝０处的连续性和可导性．

２􀆰求极限lim
x→０

tanx－x
x２sinx ．

３􀆰(２０２０年)设函数f(x)＝
a

x－１＋
b

(x－１)２＋c
,已知曲线y＝f(x)具有水平渐近线

y＝１,且有拐点(－１,０)􀆰试求:(１)常数a,b,c 的值;(２)函数f(x)的单调区间与

极值．
４􀆰电影院的银幕高为４米,底边距离底面２米,见下图．试问在距离银幕多远的地

方,视角最大?
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５􀆰绘制函数f(x)＝
x

x２＋１
的图形．

６􀆰一艘轮船在航行中每小时的燃料费和它的速度的立方成正比,已知速度为１０km/h
时,燃料费为６元/h,而其他与速度无关的费用为９６元/h,问轮船的速度为多少时,航

行１km所需的费用总和最小?
四、证明题

１􀆰利用单调性证明不等式:当b＞a＞e时,ab＞ba．

２􀆰(２０２１年)当x＞０时,２－
e
x≤lnx≤

x
e．

３􀆰利用拉格朗日中值定理证明不等式:a－b
a ＜ln

a
b＜

a－b
b
,其中a＞b＞０．

４􀆰(２０１１年)证明方程xln(１＋x２)＝２有且仅有一个小于２的正实根．

５􀆰证明:arctanx＋arccotx＝
π
２
,－∞＜x＜∞．

６􀆰若函数f(x)在(a,b)内具有二阶导数,且f(x１)＝f(x２)＝f(x３),其中a＜
x１＜x２＜x３＜b,证明:在(x１,x３)内至少有一点ξ,使得f″(ξ)＝０．

７􀆰设f(x)在[a,b]上可导,f(a)＝f(b),证明在(a,b)内必存在一点ξ,使得

f(a)－f(ξ)＝ξf′(ξ)．
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第 四 章

融合日常生活　体会细微乐趣———函数的微分

函数的微分包含了许多哲学思想:

１􀆰无限小与极限.微分的概念涉及无限小量的思想,即函数在某一点的微小变化．这引

出了对无限小和极限的思考,这在数学和哲学上都是一个重要的概念．
２􀆰变化和连续性.微分是用来描述函数在某一点的局部变化率,因此它反映了对变化和

连续性的认识．微分的概念使我们能够更好地理解和描述自然界和现实世界中的变化和连

续性．
３􀆰局部性质与整体性质.微分的概念引出了对函数局部性质的思考,如切线、凹凸性

等．这反映了人们对于局部和整体的思考,以及对于微观和宏观的关注．
４􀆰数学建模和描述现实世界.微分的概念是数学建模的重要工具,它使我们能够更好地

描述和理解现实世界中的变化和发展．这反映了人们对于数学和现实世界之间关系的思考．
因此,函数的微分不仅仅是一种数学工具,它还包含了对于无限、变化、连续性、局部

性质和数学建模的哲学思考．

高等数学的主要基础之一是这样一个矛盾,即在一定条件下,直线和曲线应当是一回事．
———恩格斯

微分是数学的语言,它描述了变化的本质．
———莱布尼兹

在实际问题中,常常要计算当自变量有一微小改变时,函数相应的改变量有多大．微

分是微分学的另一个基本概念,它是在解决“直”与“曲”的矛盾中产生的,通过在微小局部

以直线来近似代替曲线,实现了函数的线性化􀆰本章从导数出发引进微分概念,再介绍微

分的运算以及其在近似计算中的应用．

函数的微分

第一节　微分的定义
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一、 微分的定义

引例１　设有一个正方形的金属薄片,如果边长从x０ 增加到x０＋Δx 时,求金属薄片

的面积的增量是多少．
解　设金属薄片的边长为x,其面积为y,则y＝x２,薄片受到温度变化的影响,面

积的改变量就是自变量x 在x０ 处取得改变量Δx 时,函数相应的改变量Δy,即

Δy＝(x０＋Δx)２－x２
０＝２x０Δx＋(Δx)２

又因为

lim
Δx→０

(Δx)２

Δx ＝０,

所以

(Δx)２＝o(Δx),
于是

Δy＝２x０Δx＋o(Δx)　(Δx→０)
从上式可以看出,Δy 分成两部分:第一部分是Δx 的线性函数２x０Δx,即图４Ｇ１Ｇ

１中两个斜线矩形的面积之和;第二部分是Δx 的高阶无穷小,即图４Ｇ１Ｇ１中格子正方形

的面积,与２x０Δx 相比,此部分面积可忽略不计􀆰因此,当Δx→０时,Δy≈２x０Δx􀆰

图４Ｇ１Ｇ１

引例２　求自由落体的物体由时刻t０ 到t０＋Δt所经过的路程的近似值．

解　自由落体的物体其路程与时间的关系式为s＝
１
２gt

２,当时间从t０ 到t０＋Δt时,

路程有如下的改变量:

Δs＝
１
２g

(t０＋Δt)２－
１
２gt

２
０＝gt０Δt＋

１
２g
(Δt)２．

又因为

lim
Δt→０

１
２g
(Δt)２

Δt ＝０,

所以

１
２g
(Δt)２＝o(Δt),
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于是

Δs＝gt０Δt＋o(Δt)　(Δt→０)．
从上式可以看出,Δs分成两部分:第一部分是Δt的线性函数gt０Δt;第二部分是Δt

的高阶无穷小,当Δt→０时,此部分可以忽略不计,因此,当Δt→０时,Δs≈gt０Δt．
上面两个例子,虽然它们表示的实际意义不同,但在数量关系上却有共同的特点:函

数的改变量可以表示成两部分,第一部分是自变量的改变量的线性部分,另一部分是自变

量的改变量的高阶无穷小,当自变量的改变量趋于零时,它在函数的改变量中所起的作用

很微小,可以忽略不计．因此函数的改变量用第一部分来近似代替．
定义１ 　设函数y＝f(x)在某区间I 内有定义,x０ 及x０＋Δx 属于I．如果函数的

增量可表示为

Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０)＝AΔx＋o(Δx), (４Ｇ１Ｇ１)
其中A 为与Δx 无关的常数,则称函数y＝f(x)在x０ 处是可微的,AΔx 称为函数

y＝f(x)在x０ 处的微分
  

,记为dy,即

dy＝AΔx．
下面讨论函数可微的条件􀆰设函数y＝f(x)在点x０ 可微,则按定义有式(４Ｇ１Ｇ１),两

边同除以Δx 得

Δy
Δx＝A＋

o(Δx)
Δx

,

所以,当Δx→０时,由上式可得

A＝lim
Δx→０

Δy
Δx＝f′

(x０)．

因此,如果函数f(x)在x０ 处是可微,那么函数f(x)在x０ 处也一定可导．
反之,如果函数f(x)在x０ 处可导,即

lim
Δx→０

Δy
Δx＝f′

(x０)

所以

Δy
Δx＝f′

(x０)＋α　(α为Δx→０时的无穷小)

所以

Δy＝f′(x０)Δx＋αΔx,
而αΔx＝o(Δx),且f′(x０)不依赖于Δx,所以上式相当于式(４Ｇ１Ｇ１)．

因此,函数f(x)在x０ 处可微的充分必要条件是函数f(x)在x０ 处可导,并且,当函

数f(x)在x０ 处可微时,其微分为

dy＝f′(x０)Δx． (４Ｇ１Ｇ２)
即函数在一点的微分等于它在这点的导数乘以自变量的增量．

引入微分定义之后,有

dy＝f′(x０)Δx,

Δy＝dy＋o(Δx)　(Δx→０)．{
—５０１—
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由此,微分有以下两个特点:
(１)当dy≠０时,dy 是函数改变量Δy 的主要部分．因此,当|Δx|很小时,有近似

公式:

Δy≈dy．
(２)dy 是Δx 的线性函数．一般情况下,dy 的计算比Δy 简单．
微分的这两个特点是微分应用的依据．
下面看自变量x 的微分．设y＝x,则

dx＝dy＝(x)′Δx＝Δx,
即自变量的微分等于其改变量:dx＝Δx􀆰因此,(４Ｇ１Ｇ２)式改写为

dy＝f′(x０)dx,
从而

dy
dx＝f′

(x０)．

在刚开始引进导数dy
dx

符号时,一直把它作为一个不可分割的整体来使用．现在,dy
dx

就不只是导数的一个符号,也可看做函数微分dy 与自变量微分dx 之商．所以,导数也称

为微商．由此可见,微分与导数采用一致符号的精妙之处,这是数学中符号美的一个杰作．

　求函数y＝x２ 在x＝１和x＝２处的微分􀆰

解　函数y＝x２ 在x＝１处的微分为

dy＝(x２)′|x＝１Δx＝２Δx,

y＝x２ 在x＝２处的微分为

dy＝(x２)′|x＝２Δx＝４Δx􀆰
函数f(x)在任意点的微分,称为函数的微分,记为dy 或df(x),即

dy＝f′(x)dx．

　求函数y＝x２ 当x＝１,Δx＝０􀆰０１时的微分􀆰

解　先求函数在任意点x 的微分为

dy＝(x２)′dx＝２xΔx,
当x＝１,Δx＝０􀆰０１时的微分为

dy x＝１

Δx＝０􀆰０１

＝０􀆰０２．

微分的几何意义及其
在近似计算中的应用

二、 微分的几何意义

设函数y＝f(x),当自变量x 从x０ 增加到x０＋Δx,相应的函数

增量为

Δy＝f(x０＋Δx)－f(x０)≈dy＝f′(x０)Δx
如图４Ｇ１Ｇ２,函数y＝f(x)在x０ 处的微分dy＝f′(x０)Δx 为曲线y＝f(x)的切线当x 从

—６０１—
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x０ 增加到x０＋Δx 时的增量,即

QP＝MQ􀅰tanα＝f′(x０)Δx
由此可见,对于可微函数而言,当Δy 是曲线y＝f(x)上的点的纵坐标的增量QN 时,

dy就是曲线的切线 MT 上点的纵坐标的相应增量QP􀆰当|Δx|很小时,|Δy－dy|比

|Δx|小得多􀆰因此在点M 的邻近,我们可以用切线段来近似代替曲线段􀆰这在数学上

称为非线性函数的局部线性化,这是微积分学的基本思想方法之一􀆰这种思想方法在自然

科学和工程问题的研究中经常用到．

图４Ｇ１Ｇ２

习题４Ｇ１

１􀆰在“充分”“必要”“充分必要”三者中选择一个合适的填入下列空格:
(１)函数f(x)在x０ 处连续是函数f(x)在x０ 处可微的 条件,函数

f(x)在x０ 处可微是函数f(x)在x０ 处连续的 条件．
(２)函数f(x)在x０ 处可导是函数f(x)在x０ 处可微的 条件．
２􀆰求函数y＝x３ 在x＝１和x＝２处的微分􀆰
３􀆰求函数y＝x３ 当x＝１,Δx＝０􀆰０１时的微分􀆰
４􀆰请说明微分的几何意义．

第二节　基本初等函数的微分公式与微分的近似计算

一、 基本初等函数的微分公式

从函数的微分表达式

dy＝f′(x)dx
可以看出,要计算函数的微分dy,只要求出函数的导数f′(x)再乘上自变量的微分dx 即

可．因此,可得如下的微分公式和微分运算法则．
１􀆰基本初等函数的微分公式

为便于对照,现将基本初等函数的导数公式和微分公式列表如下:
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导数公式 微分公式

C′＝０　(C 为常数)
(xμ)′＝μxμ－１　(μ为任意常数)
(sinx)′＝cosx
(cosx)′＝－sinx
(tanx)′＝sec２x
(cotx)′＝－csc２x
(secx)′＝secxtanx
(cscx)′＝－cscxcotx

(arcsinx)′＝
１
１－x２

(arccosx)′＝－
１
１－x２

(arctanx)′＝
１

１＋x２

(arccotx)′＝－
１

１＋x２

(ax)′＝axlna
(ex)′＝ex

(logax)′＝
１

xlna

(lnx)′＝
１
x

dC＝０　(C 为常数)
d(xμ)＝μxμ－１dx　(μ为任意常数)
d(sinx)＝cosxdx
d(cosx)＝－sinxdx
d(tanx)＝sec２xdx
d(cotx)＝－csc２xdx
d(secx)＝secxtanxdx
d(cscx)＝－cscxcotxdx

d(arcsinx)＝
１
１－x２

dx

d(arccosx)＝－
１
１－x２

dx

d(arctanx)＝
１

１＋x２dx

d(arccotx)＝－
１

１＋x２dx

d(ax)＝axlnadx
d(ex)＝exdx

d(logax)＝
１

xlnadx

d(lnx)＝
１
xdx

二􀆰函数和、 差、 积、 商的微分公式

由函数和、差、积、商的求导法则,可推得相应的微分法则􀆰为便于对照,列成下表

(表中u＝u(x),v＝v(x)都可导)

函数和、差、积、商的求导法则 函数和、差、积、商的微分法则

(u±v)′＝u′±v′
(Cu)′＝Cu′　(C 是常数)

(uv)′＝u′v＋uv′

( uv )′＝u′v－uv′v２

d(u±v)＝du±dv

d(Cu)＝Cdu　(C 是常数)

d(uv)＝vdu＋udv

d( uv )＝vdu－udvv２

现在我们以乘积的微分法则为例加以证明．
根据函数微分的表达式,由

d(uv)＝(uv)′dx,
又根据乘积的求导公式有

(uv)′＝u′v＋uv′,
于是

d(uv)＝(u′v＋uv′)dx,
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由于

u′dx＝du,v′dx＝dv,
所以

d(uv)＝vdu＋udv．
其余法则可以类似证明．

　设y＝x３,则

dy＝(x３)′dx＝３x２dx．

　设y＝sinx􀅰cosx,则

dy＝cosxdsinx＋sinxdcosx＝(cos２x－sin２x)dx．

三􀆰复合函数的微分法则

定理　设函数u＝φ(x)在点x 可微,y＝f(u)在对应点u 可微,则复合函数y＝
f[φ(x)]在点x 可微,且

dy＝f′(u)du
其中du＝f′(x)dx．

证明　由微分定义及复合函数求导法则,有

dy＝(f[φ(x)])x′dx＝f′(u)φ′(x)dx＝f′(u)du．
公式表明,不论u 是自变量还是中间变量,函数的微分都有相同的形式．这个性质称为微

 
分形式的不变性
       ．

　设y＝cos(x２＋１),求dy．

解　把x２＋１看成中间变量u,则

dy＝d(cosu)＝－sinudu＝－sin(x２＋１)d(x２＋１)

＝－sin(x２＋１)􀅰２xdx＝－２xsin(x２＋１)dx．

　设y＝e３x－１cosx,求dy．

解　运用乘积的微分法则,得

dy＝d(e３x－１cosx)

＝cosxd(e３x－１)＋e３x－１d(cosx)

＝cosx􀅰e３x－１(３xdx)－e３x－１sinxdx
＝e３x－１(３cosx－sinx)dx．

　设y＝ln(x２＋１＋x),求dy．

解　dy＝
１

x２＋１＋x
d(x２＋１＋x)

＝
１

x２＋１＋x
(d x２＋１＋dx)
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＝
１

x２＋１＋x
( x
x２＋１

dx＋dx)

＝
１

x２＋１
dx．

　在下列等式左端的括号内填入适当的函数,使等式成立．

(１)d(　)＝x２dx;　　　　　　　(２)d(　)＝sin２xdx．
解　(１)因为

d(x３)＝３x２dx,
所以

x２dx＝
１
３d
(x３)＝dx３

３
æ

è
ç

ö

ø
÷,

即

dx３

３
æ

è
ç

ö

ø
÷＝x２dx,

一般地,有

dx３

３＋C
æ

è
ç

ö

ø
÷＝x２dx　(C 为任意常数)．

(２)因为

d(cos２x)＝－２sin２xdx,
所以

sin２xdx＝－
１
２d
(cos２x)＝d －

１
２cos２x

æ

è
ç

ö

ø
÷,

即

d(－
１
２cos２x

)＝sin２xdx,

一般地,有

d －
１
２cos２x＋C

æ

è
ç

ö

ø
÷＝sin２xdx　(C 为任意常数)．

四、 微分在近似计算中的应用

在工程问题中,经常会遇到一些复杂的计算公式􀆰如果直接用这些公式进行计算,那

是很费力的􀆰利用微分往往可以把一些复杂的计算公式改用简单的近似公式来代替􀆰
前面说过,如果函数f(x)在点x０ 处的导数f′(x０)≠０,且 Δx 很小时,有

Δy≈dy＝f′(x０)Δx,
即

f(x０＋Δx)－f(x０)≈f′(x０)Δx,
或
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f(x０＋Δx)≈f(x０)＋f′(x０)Δx．
特别地,取x０＝０时,得到近似公式

f(Δx)≈f(０)＋f′(０)Δx,
或记为

f(x)≈f(０)＋f′(０)x．

　证明:当 x 很小时,有近似计算公式

ex≈１＋x．
证明　取f(x)＝ex,x０＝０,则有

f(０)＝１,f′(０)＝１,
所以

ex≈１＋x．

　证明:当 x 很小时,有近似计算公式

ln(１＋x)≈x．
证明　取f(x)＝ln(１＋x),x０＝０,则有

f(０)＝０,f′(０)＝１,
所以

f(x)＝ln(１＋x)≈x．
同理,可以得到一批常见的近似公式．当 x 很小时,有

①sinx≈x;

②tanx≈x;

③ln(１＋x)≈x;

④ex≈１＋x;

⑤(１＋x)α≈１＋αx　(α为实数)．

　求 １􀆰０４的近似值．

解　 １􀆰０４＝ １＋０􀆰０４,

这里x＝０􀆰０４,其值比较小,可以用上面的公式⑤ 取α＝
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷,得

１􀆰０４＝ １＋０􀆰０４≈１＋
１
２×０􀆰０４＝１􀆰０２．

如果直接开方,可得

１􀆰０４≈１􀆰０１９８．

比较两个结果,以１􀆰０２作为 １􀆰０４的近似值,其误差不超过０􀆰０００２,这样的近似值

在一般应用上已经够精确了􀆰 如果开方次数较高,就更能体现出用微分进行计算的优

越性．

　一个充好气的气球,半径为４m,升空后,因外部气压降低,气球半径
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增加了９􀆰９cm,那么气球的体积增加了多少?

解　已知球体体积为V＝
４
３πR

３,R０＝４m,ΔR＝０􀆰０９９m

体积为ΔV＝V(R０＋ΔR)－V(R０)≈V′(R０)ΔR＝４πR２
０ΔR＝１９􀆰９１(m３)

　利用微分计算sin３０°３０′的近似值􀆰

解　已知３０°３０′＝
π
６＋

π
３６０
,x０＝

π
６
,Δx＝

π
３６０
,

sin３０°３０′＝sin π６＋
π
３６０

æ

è
ç

ö

ø
÷≈sin

π
６＋cos

π
６×

π
３６０

＝
１
２＋

３
２
􀅰 π
３６０＝０􀆰５０７６

即

sin３０°３０′≈０􀆰５０７６􀆰

习题４Ｇ２

１􀆰分别求出函数y＝x３－２x＋１当x＝１,Δx 分别取０􀆰１,０􀆰０１,０􀆰００１时的改变量

Δy 和微分dy,并加以比较􀆰能否得到“当Δx 越小时,两者越接近”的结论?

２􀆰求下列各函数的微分:

(１)y＝３x３＋x２; (２)y＝ x２－１;
(３)y＝ln(lnx); (４)y＝sin(sinx);

(５)y＝exarctanx＋１; (６)y＝arccos x．
３􀆰设u,v 是x 的可微函数,求下列函数的微分:

(１)y＝ u２＋v２; (２)y＝eu＋v．
４􀆰若 x 很小时,证明下列近似公式:

(１)
n
１＋x≈１＋

１
nx; (２)

１
１＋x≈１－x．

５􀆰利用微分,求下列各项的近似值:

(１)(１􀆰０１)８; (２)
３
９９６;

(３)e０􀆰０２５; (４)ln１􀆰０１．
６􀆰将适当的函数填入下列括号内,使等式成立:
(１)d(　　)＝２dx;　 (２)d(　　)＝４xdx;
(３)d(　　)＝sintdt; (４)d(　　)＝sin３tdt;

(５)d(　　)＝e３xdx; (６)d(　　)＝
１
１＋xdx．

７􀆰正方体的棱长x＝１m,如果棱长增长０􀆰０１m,求此正方体体积增大的精确值与近

似值．
８􀆰一平面圆环形,其内半径为１０cm,宽为０􀆰０１cm,求此圆环面积的精确值与近
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似值．

∗第三节　曲　　率

在工程技术中,经常要研究道路的转弯(图４Ｇ３Ｇ１)、桥梁或隧道的拱形、齿轮的轮廓

等曲线的形状,这就要求研究曲线弯曲的程度,为此,先介绍弧微分的概念．

图４Ｇ３Ｇ１

图４Ｇ３Ｇ２

一、 弧微分公式

如图４Ｇ３Ｇ２所示,在连续光滑的曲线y＝f(x)上取定点

M０(x０,y０)作为度量曲线弧长的起点,M(x,y)为曲线弧上

任意一点,规定依x 增大的方向作为曲线弧的正方向,用s表

示曲线弧M０M
􀮣 􀮥􀪁􀪁 的长度,即s＝s(x)＝M０M

􀮣 􀮥􀪁􀪁
．

当自变量从点x 取得增量Δx 时,对应弧长的改变量为

Δs＝M０M′
􀮣 􀮥􀪁􀪁􀪁

－M０M
􀮣 􀮥􀪁􀪁

＝MM′􀮣 􀮥􀪁􀪁 ,
因此,当Δx＞０时,Δs＞０,Δx＜０时,Δs＜０．
于是

　　　　
Δs
Δx＝

MM′􀮣 􀮥􀪁􀪁

Δx ＝
MM′􀮣 􀮥􀪁􀪁

|MM′|
􀅰|MM′|

Δx ＝
MM′􀮣 􀮥􀪁􀪁

|MM′|
􀅰
(Δx)２＋(Δy)２

Δx

＝
MM′􀮣 􀮥􀪁􀪁

|MM′|
􀅰 １＋ Δy

Δx
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

(４Ｇ３Ｇ１)

其中|MM′|为弦MM′的长度．
设y＝f(x)具有一阶连续导数,当Δx→０时,M′沿曲线弧趋于M,有

lim
Δx→０

MM′􀮣 􀮥􀪁􀪁

|MM′|＝１
,

对式４Ｇ３Ｇ１两端取Δx→０时的极限,有

ds
dx＝limΔx→０

Δs
Δx＝limΔx→０

MM′􀮣 􀮥􀪁􀪁

|MM′|
􀅰 １＋(

Δy
Δx
)
２

＝ １＋(y′)２,

从而
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ds＝ １＋(y′)２dx, (４Ｇ３Ｇ２)
这就是弧微分公式．

　求曲线y＝ln(１－x２)的弧微分．

解　当x∈(－１,１)时,有

y′＝
－２x
１－x２,(y′)２＝

４x２

(１－x２)２．

所求的弧微分为

ds＝ １＋(y′)２dx＝ １＋
４x２

(１－x２)２dx＝
１＋x２

１－x２dx．

二、 曲率及其计算公式

直觉告诉我们:直线不弯曲,半径较小的圆弯曲得比半径较大的圆厉害些,有些曲线

不同的部分有不同的弯曲程度,比如抛物线y＝x２ 在顶点附件弯曲得比远离顶点部分厉害

些􀆰那么曲线的弯曲程度与哪些量有关呢?

图４Ｇ３Ｇ３

　　　　　
图４Ｇ３Ｇ４

如图４Ｇ３Ｇ３,可以看出弧段比较平直,当动点沿着曲线弧从点 M１ 移到点 M２ 时,切

线转过的角φ１ 不大,而弧段弯曲得比较厉害,当动点沿着曲线弧从点 M２ 移到点 M３ 时,
切线转过的角φ２ 就比较大．

但是,切线绕过的角度大小还不能完全反映曲线弯曲的程度􀆰如图４Ｇ３Ｇ４,尽管两段

弧M１M２
􀮣 􀮥􀪁􀪁􀪁 及N１N２

􀮣 􀮥􀪁􀪁 切线绕过的角度都是φ,然而弯曲程度并不相同,短弧段N１N２
􀮣 􀮥􀪁􀪁 比长弧段

M１M２
􀮣 􀮥􀪁􀪁􀪁 弯曲得厉害些􀆰由此可见,曲线弧的弯曲程度还和弧段的长度有关．

由此,我们引入曲率概念来形容曲线弯曲程度．

图４Ｇ３Ｇ５

定义１ 　曲线弧是光滑的(当曲线上每一点都有切线,
且切线随切点的移动而连续转动,这样的曲线称为光滑曲

线),如图４Ｇ３Ｇ５,在曲线上选定点 M０ 作为度量弧的基点．
设曲线上M 点对应于弧s,在点 M 处切线的倾斜角为α,
曲线上另外一点M′对应于弧s＋Δs,在点M′处切线的倾斜

角为α＋Δα,则弧段MM′􀮣 􀮥􀪁􀪁 的长度为|Δs|,当动点从点 M

移动到点M′时,切线绕过的角度为|Δα|,称比值|Δα|
|Δs|
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为曲线弧的平均曲率,记为􀭿K．
类似于从平均速度引进瞬时速度的方法,当Δs→０时,上述平均曲率的极限叫作曲线

C 在点M 处的曲率,记为K,即

K＝lim
Δs→０

|Δα|
|Δs|．

在lim
Δs→０

|Δα|
|Δs|＝

|dα|
|ds|

存在的条件下,可以表示成

K＝ dα
ds ．

对于直线来说,切线与直线本身重合,所以当点沿直线移动时,切线的倾斜角α 不

变,从而有Δα＝０,
|Δα|
|Δs|＝０

,从而K＝|
dα
ds|＝０

,即直线上任意点处的曲率为零．

　求圆周(x－a)２＋(y－b)２＝R２ 上任意一点处的曲率．

解　设M(x,y)为圆周上任意一点,则根据弧长、半径和圆心角的关系有

Δs＝R􀅰Δα,
所以

K＝lim
Δs→０

|Δα|
|Δs|＝limΔs→０

１
R＝

１
R．

即圆周上各点处的曲率相同,都等于该圆半径的倒数．
在一般情况下,如何计算曲率呢?
设函数y＝f(x)具有二阶导数,曲线y＝f(x)在点 M(x,f(x))处的切线的倾斜角

α满足

y′＝tanα,α＝arctany′,
因此

dα＝
y″

１＋(y′)２
dx．

又

ds＝ １＋(y′)２dx．
所以曲线y＝f(x)在点M(x,f(x))处的曲率为

K＝
|dα|
|ds|＝

|y″|
[１＋(y′)２]

３
２
．

三、 曲率圆

神舟六号飞船发射后需要变轨,在变轨的节点处就涉及曲率圆问题􀆰如图４Ｇ３Ｇ６,如

果曲线y＝f(x)上的点M 处的曲率K≠０,则称曲率K 的倒数为曲线在点M 处的曲率半
   

径
 
,记为ρ,即

ρ＝
１
K＝

[１＋(y′)２]
３
２

|y″|
． (４Ｇ３Ｇ３)
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图４Ｇ３Ｇ６ 图４Ｇ３Ｇ７

当K≠０时,过曲线上的点 M 作曲线的法线,在法线上沿曲线凹的一侧取点D,使

得|MD|＝
１
K＝ρ

,以D 为圆心,以ρ为半径作圆,则称此圆为曲线y＝f(x)在点M 处

的曲率圆,曲率圆的圆心D 为曲线y＝f(x)在点M 处的曲率中心．如图４Ｇ３Ｇ７．

　试判定抛物线y＝ax２＋bx＋c(a≠０)上哪一点处的曲率半径最小,并指出

这一点．
解　因为

y′＝２ax＋b,y″＝２a,
所以

ρ＝
[１＋(y′)２]

３
２

|y″|
＝
[１＋(２ax＋b)２]

３
２

|２a|

所以当x＝－
b
２a

时,ρmin＝
１

２|a|􀆰
曲线上相应的点为 －

b
２a
,４ac－b

２

４a
æ

è
ç

ö

ø
÷．这就是说,

抛物线顶点处的曲率圆半径最小,即曲率最大．也就是说抛物线的顶点处弯曲程度最大．

　设工件内表面的截线为抛物线y＝０􀆰４x２,现在要用砂轮磨削其内表面．问

用直径多大的砂轮才比较合适?

图４Ｇ３Ｇ８

解　为了磨削时不使砂轮与工件接触处附件的那部分工

件磨去太多,砂轮的半径应不大于抛物线上各点处曲率半径

中的最小值．由例３知道,抛物线在其顶点处的曲率最大．也

就是说,抛物线在其顶点处的曲率半径最小．见图４Ｇ３Ｇ８．
因此,只要求出抛物线y＝０􀆰４x２ 在顶点O(０,０)处的曲

率半径􀆰由

y′＝０􀆰８x,y″＝０􀆰８,
再根据公式(４Ｇ３Ｇ３),得

ρ＝１􀆰２５．
所以选用砂轮的半径不得超过１􀆰２５单位长,即直径不得超过２􀆰５０单位长．
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习题４Ｇ５

１􀆰求下列曲线的弧微分:
(１)y＝x２＋x;　　　　　　　　　　(２)y＝sinx．

２􀆰求曲线y＝ x在点 １
９
,１
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ 处的曲率．

３􀆰求等边双曲线xy＝１在点(１,１)处的曲率．
４􀆰汽车连同载重共５t,在抛物线拱桥上行驶,速度为２１􀆰６km/h,桥的跨度为１０m,

拱的高度为０􀆰２５m,求汽车越过桥顶时对桥的压力．

(提示:离心力公式F离＝
mv２

R
,其中R 为曲率半径􀆰)
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总 习 题 四

一、单选题

１􀆰设y＝２sinx,则dy＝(　　)．
A􀆰２sinxln２dx B􀆰２sinxdx
C􀆰y＝２sinxcosxln２dx D􀆰－２sinxcosxln２dx
２􀆰d(　　)＝xdx(C 为任意常数)

A􀆰x＋C B􀆰
x２

２＋C C􀆰
x３

３＋C D􀆰
x４

４＋C

３􀆰函数f(x)在点x０ 可微是函数f(x)在点x０ 可导的(　　)．
A􀆰充分条件 B􀆰必要条件

C􀆰充要条件 D􀆰既非充分又非必要条件

４􀆰 １􀆰０５的近似值为(　　)．
A􀆰１􀆰２５ B􀆰１􀆰０２５ C􀆰１􀆰００２５ D􀆰１􀆰０００２５
５􀆰圆x２＋y２＝４上任意一点处的曲率为(　　)．
A􀆰２ B􀆰０􀆰５ C􀆰４ D􀆰０􀆰２５
二、填空题

１􀆰(２０１７年)设函数y＝f(x)的微分为dy＝e２xdx,则f″(x)＝ ．
２􀆰设y＝exlnx,则dy＝ ．

３􀆰(２０１１年)设函数y＝arctan x,则dy|x＝１＝ ．
４􀆰函数f(x)＝x２＋x 在x＝１,Δx＝０􀆰００１的微分是 ．

５􀆰椭圆x２＋
y２

４＝１
在(０,２)点处的曲率为 ．

三、解答题

１􀆰某公司生产一种医疗设备,如果全部出售,收入函数为R＝３６x－
x２

２０
(x 为日产量,

单位为台)．如果设备的日产量从２５０台增加到２６０台,请估计该公司每天收入的增加量．

２􀆰若一笔钱存入银行的年复利为i％,则当i％很小时,大约需要７０
i

年后本利和可以

翻倍􀆰例如,年利率为７％,则１０年后的本利和就是最初存款的两倍􀆰试对此进行证明．
３􀆰半径为２０cm的球,如果半径增加２mm,球的体积约增大多少?

４􀆰求曲线y＝cosx＋ex 的弧微分．
５􀆰求抛物线y＝x２－４x＋１在其顶点处的曲率及曲率半径．
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第 五 章

探寻规则变幻　追求完美卓越———不定积分

不定积分是导数的逆运算,学会运用逆向思维思考问题􀆰逆向思维可以帮助我们打破

常规思维模式,寻找新的解决问题的方法．在数学和科学领域,逆向思维可以用于解决复

杂的问题．例如,当我们面临一个复杂的数学证明问题时,可以从所需的结论出发,然后

反向推导,找出证明的途径．在工程领域,逆向思维可以用于解决设计问题,例如从期望

的产品功能出发,然后反向设计出实现这些功能的机制．

学习数学要多做练习题,边做边思考,先知其然,然后知其所以然．
———苏步青

自然界这部伟大的书是用数学语言写成的．
———伽利略

由已知路程求速度、已知曲线求其切线方程以及求函数的增量等问题产生了导数和微

分,它们和中值定理以及导数的应用构成了一元函数微分学􀆰而已知速度求路程、已知曲

线的切线方程求曲线等问题则产生了不定积分,不定积分和后面一章的定积分构成了一元

函数积分学􀆰微分学和积分学有着密切的联系,积分与微分互为逆运算．本章将介绍不定

积分的概念和几种基本积分法．

不定积分的概念

第一节　不定积分的概念

一、 原函数

在微分学中,我们讨论了求一个已知函数的导数(或微分)的问题,例如,变速直线运

动中已知位移函数为

s＝s(t),
则质点在时刻t的瞬时速度表示为
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v(t)＝s′(t)．
实际上,在运动学中常常遇到相反的问题,即已知变速直线运动的质点在时刻t的瞬

时速度

v＝v(t),
要求质点的位移函数

s＝s(t)．
在数学上,这个问题就是找一个函数s＝s(t),使其导数s′(t)等于已知函数v(t),这

种已知一个函数的导数,求原来的函数(我们称之为原函数)的问题,就是求导的逆问题􀆰
这种问题在自然科学和工程技术问题中普遍存在􀆰 为了便于研究,我们引入原函数的

概念．
定义１ 　如果在区间I上,可导函数F(x)的导函数为f(x),即对任一x∈I,都有

F′(x)＝f(x)或dF(x)＝f(x)dx,
那么函数F(x)就称为f(x)在区间I上的一个原函数

   ．
例如,在变速直线运动中s′(t)＝v(t),所以位移函数s(t)是速度函数v(t)的原函数．
又如(sinx)′＝cosx,所以sinx 是cosx 的一个原函数．又因为对于任何常数C,

(sinx＋C)′＝cosx,所以sinx＋C 都是cosx 的原函数．
关于原函数,我们思考如下几个问题:
第一,一个函数具备什么样的条件,就一定存在原函数?
关于这个问题,我们先给出一个充分条件．
定理１(原函数存在定理)　如果函数f(x)在区间I 上连续,那么在区间I 上一定存

在可导函数F(x),使对任一x∈I,都有

F′(x)＝f(x)．
简言之,连续函数一定有原函数．由于初等函数在其定义区间上都是连续函数,所以

初等函数在其定义区间上都有原函数．
定理１的证明略．
第二,如果存在原函数,则原函数有多少个?
若F′(x)＝f(x),则对于任意常数C,F(x)＋C 都是f(x)的原函数．也就是说,一

个函数如果存在原函数,则有无穷多个．
第三,如果F(x)是f(x)的一个原函数,那么f(x)的其他原函数与F(x)有什么样

的关系?
设Φ(x)是f(x)的另一个原函数,即

Φ′(x)＝f(x),
于是,

[Φ(x)－F(x)]′＝Φ′(x)－F′(x)＝f(x)－f(x)＝０,
根据拉格朗日中值定理的推论,知道

Φ(x)－F(x)＝C　(C 为常数)
这表明一个函数的任意两个原函数之间相差一个常数．
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因此,我们得到一个重要的结论:如果函数f(x)存在一个原函数F(x),那么它就有

无穷多个原函数．当C 为任意的常数时,表达式

F(x)＋C
就可以表示任意一个原函数．

由此,我们引进下述定义:

二、 不定积分

定义２ 　如果F(x)是f(x)在区间I 上的一个原函数,则f(x)的全体原函数

F(x)＋C(C 为任意常数)称为f(x)在区间I上的不定积分
    

,记为∫f(x)dx,即

∫f(x)dx＝F(x)＋C,

其中“∫”称为积分号,f(x)称为被积函数,f(x)dx 称为被积表达式,x 称为积分变

量,C 称为积分常数．

由定义可知,求f(x)的不定积分∫f(x)dx,就是求f(x)的全体原函数,因此,只

需要求出f(x)的一个原函数,再加上任意的常数C 即可．

　求∫３x２dx．

解 　 因为(x３)′＝３x２,所以x３ 是３x２ 的一个原函数．因此

∫３x２dx＝x３＋C．

　 求∫cosxdx．

解 　 因为(sinx)′＝cosx,所以sinx 是cosx 的一个原函数．因此

∫cosxdx＝sinx＋C．

　 求∫１xdx．

解 　由于x＞０时,(lnx)′＝
１
x
,所以lnx是１

x
在(０,＋∞)上的一个原函数,因此

在(０,＋∞)内,∫１xdx＝lnx＋C．

又当x＜０时,[ln(－x)]′＝
１
x
,所以ln(－x)是１x

在(－∞,０)上的一个原函数,因

此在(－∞,０)内,∫１xdx＝ln(－x)＋C．

综上,∫１xdx＝ln x ＋C．
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　 在自由落体运动中,已知物体下落的时间为t,求t时刻的下落速度和下

落距离．

解 　 设t时刻的下落速度为v＝v(t),则加速度a(t)＝
dv
dt＝g(其中g 为重力加速

度)．
因此

v(t)＝∫a(t)dt＝∫gdt＝gt＋C,

又当t＝０时,v(０)＝０,所以C＝０􀆰于是下落速度v(t)＝gt．

又设下落距离为s＝s(t),则ds
dt＝v(t)􀆰所以

s(t)＝∫v(t)dt＝∫gtdt＝
１
２gt

２＋C,

又当t＝０时,s(０)＝０,所以C＝０􀆰于是下落距离s(t)＝
１
２gt

２．

三、 不定积分的几何意义

设函数f(x)是连续的,若F′(x)＝f(x),则称曲线y＝F(x)是函数f(x)的一条积

分曲线􀆰因此不定积分∫f(x)dx＝F(x)＋C 在几何上表示被积函数的一族积分曲线．

积分曲线族具有如下特点(图５Ｇ１Ｇ１):
(１)积分曲线族中任意一条曲线都可由其中某一条平移得到;
(２)积分曲线上在横坐标相同的点处的切线的斜率是相同的,即在这些点处对应的切

线都是平行的．

图５Ｇ１Ｇ１

　　　
图５Ｇ１Ｇ２

　 设曲线通过点(１,２),且其上任一点处的切线斜率等于这点横坐标的两

倍,求此曲线方程．

解 　设曲线方程y＝f(x),曲线上任一点(x,y)处切线的斜率dy
dx＝２x,即f(x)是
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２x 的一个原函数．因为∫２xdx＝x２＋C,所以f(x)＝x２＋C,又曲线过(１,２),故

２＝１＋C,C＝１．

不定积分的基本

公式和性质

于是曲线方程为

y＝x２＋１．
具体如图５Ｇ１Ｇ２所示．

四、 基本积分公式

由定义可知,求原函数或不定积分与求导数或求微分互为逆运算,我们把求不定积分

的运算称为积分运算􀆰既然积分运算与微分运算是互逆的,那么很自然地从导数公式可以

得到相应的积分公式．

例如,因 xμ＋１

μ＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷′＝xμ,所以

∫xμdx＝
xμ＋１

μ＋１＋C　(μ≠－１)．

类似可以得到其他积分公式,下面一些积分公式称为基本积分公式．

①∫kdx＝kx＋C　(k是常数);

②∫xμdx＝
xμ＋１

μ＋１＋C　(μ≠－１);

③∫１xdx＝ln x ＋C;

④∫sinxdx＝－cosx＋C;

⑤∫cosxdx＝sinx＋C;

⑥∫ １
cos２x

dx＝∫sec２xdx＝tanx＋C;

⑦∫ １
sin２x

dx＝∫csc２xdx＝－cotx＋C;

⑧∫secxtanxdx＝secx＋C;

⑨∫cscxcotxdx＝－cscx＋C;

⑩∫ １
１＋x２dx＝arctanx＋C,∫－

１
１＋x２dx＝arccotx＋C;

􀃊􀁉􀁓∫ １
１－x２

dx＝arcsinx＋C,∫－
１
１－x２

dx＝arccosx＋C;

􀃊􀁉􀁔∫exdx＝ex ＋C;
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􀃊􀁉􀁕∫axdx＝
ax

lna＋C．

以上１３个基本积分公式,是求不定积分的基础,必须牢记．下面举例说明积分公式

② 的应用．

　 求不定积分∫x２ xdx．

解 　∫x２ xdx＝∫x
５
２dx＝

x
５
２＋１

５
２＋１

＋C＝
２
７x

７
２ ＋C．

以上例子中的被积函数化成了幂函数xμ 的形式,然后直接应用幂函数的积分公式

② 求出不定积分．但对于某些形式复杂的被积函数,如果不能直接利用基本积分公式求

解,则可以结合不定积分的性质和基本积分公式求出一些较为复杂的不定积分．

五、 不定积分的性质

根据不定积分的定义,可以推得它有如下两个性质．
性质１　 积分运算与微分运算互为逆运算

(１)[∫f(x)dx]′＝f(x)或d[∫f(x)dx]＝f(x)dx．

(２)∫F′(x)dx＝F(x)＋C 或∫dF(x)＝F(x)＋C

性质２　 设函数f(x)和g(x)的原函数存在,则

∫[f(x)±g(x)]dx＝∫f(x)dx±∫g(x)dx．

易得性质２对于有限个函数都是成立的．
性质３　 设函数f(x)的原函数存在,k为非零的常数,则

∫kf(x)dx＝k∫f(x)dx．

由以上两条性质,得出不定积分的线性运算性质如下:

∫[kf(x)＋lg(x)]dx＝k∫f(x)dx＋l∫g(x)dx．

　 求∫ ３
１＋x２－

２
１－x２

æ

è
ç

ö

ø
÷dx．

解 　∫ ３
１＋x２－

２
１－x２

æ

è
ç

ö

ø
÷dx＝３∫ １

１＋x２dx－２∫ １
１－x２

dx

＝３arctanx－２arcsinx＋C．

　 求∫１＋x＋x２

x(１＋x２)dx．

解 　 原式＝∫
(１＋x２)＋x
x(１＋x２)dx＝∫１

x ＋
１

１＋x２
æ

è
ç

ö

ø
÷dx＝ln|x|＋arctanx＋C．
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　 求∫２xexdx．

解 　 原式＝∫(２e)
x

dx＝
１
ln２e

(２e)x ＋C＝
２xex

１＋ln２＋C．

　 求∫ １
１＋sinxdx．

解 　∫ １
１＋sinxdx＝∫ １－sinx

１＋sinx( ) １－sinx( )
dx＝∫１－sinx

cos２x
dx

＝∫(sec２x－secxtanx)dx＝tanx－secx＋C．

　 求∫tan２xdx．

解 　∫tan２xdx＝∫(sec２x－１)dx＝tanx－x＋C．

　　 注 　 本节例题中的被积函数在积分过程中,要么直接利用积分性质和基本积分公

式,要么将函数恒等变形再利用积分性质和基本积分公式,这种方法称为基本积分法􀆰
此外,积分运算的结果是否正确,可以通过它的逆运算(求导)来检验,如果它的导函

数等于被积函数,那么积分结果是正确的,否则是错误的．

下面再看一个抽象函数的例子:

　 设f′(sin２x)＝cos２x,求f(x)．

解 　 由f′(sin２x)＝cos２x＝１－sin２x,可得f′(x)＝１－x,
从而

f(x)＝x－
１
２x

２＋C．

习题５Ｇ１

１􀆰求下列不定积分．

(１)∫１x４dx;　　　　　　　　　　　　　 (２)∫x ３
xdx;

(３)∫dh
２gh

; (４)∫ax２－b( )dx;

(５)∫x２

１＋x２dx; (６)∫x４＋x２＋３
x２＋１

dx;

(７)∫x２＋x x ＋３
３
x

dx; (８)∫ ２
１＋x２＋

３
１－x２

æ

è
ç

ö

ø
÷dx;

(９)∫２ex －
３
x

æ

è
ç

ö

ø
÷dx; (１０)∫ dx

x２ x２＋１( )
;

(１１)∫１＋x２

１－x４
dx; (１２)∫tan２xdx;
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(１３)∫sin２x２dx; (１４)∫ cos２xdx
cosx－sinx

;

(１５)∫１＋cos２x
１＋cos２x

dx; (１６)∫secxsecx＋tanx( )dx;

(１７)∫２􀅰３
x －５􀅰２x

３x dx; (１８)∫x －x３ex ＋x２

x３ dx．

２􀆰已知某产品产量的变化率是时间t的函数,f(t)＝at＋b(a,b为常数)􀆰设此产品的

产量函数为p(t),且p(０)＝０,求p(t)．

３􀆰验证∫ dx
x－x２

＝arcsin(２x－１)＋C１＝arccos(１－２x)＋C２＝２arctan
x
１－x＋C３．

４􀆰设∫f′(x３)dx＝x３＋C,求f(x)．

５􀆰美丽的冰域常年结冰,滑雪场完全靠自然结冰,结冰的速度由dy
dt＝v(t)＝kt

２
３(k＞

０为常数)确定,其中y 是从开始结冰起到时刻t时的厚度,求结冰厚度y 关于时间t的函

数式．

第一类换元积分法

第二节 　 不定积分的第一类换元积分法 　

前面介绍了利用基本积分公式与积分性质的直接积分法,这种方法所能计算的不定积

分是非常有限的􀆰如下述不定积分

∫cos２xdx,∫ １
１＋xdx

,∫xe－x２dx

都无法直接求出．因此,有必要进一步研究不定积分的求法．这一节,我们将介绍不定积

分的最基本也是最重要的方法———换元积分法,简称换元法􀆰其基本思想是:利用变量替

换,使得被积表达式变形为基本积分公式中的形式,从而计算不定积分．
换元法通常分为两类,下面首先讨论第一类换元积分法．

先看上面例子的∫cos２xdx,在基本积分表里只有∫cosxdx＝sinx＋C􀆰如果生搬硬

套,得出∫cos２xdx＝sin２x＋C,这是错误的,这是因为

(sin２x＋C)′＝２cos２x≠cos２x．
但如果对被积函数作如下变形:

∫cos２xdx＝
１
２∫cos２xd(２x)　(令u＝２x)

＝
１
２∫cosudu　(由基本积分公式)

＝
１
２sinu＋C　(代回u＝２x)
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＝
１
２sin２x＋C

由 １
２sin２x＋Cæ

è
ç

ö

ø
÷′＝cos２x 知上述计算正确􀆰这种方法就是第一类换元积分法

定理１ (第一类换元积分法)　 设 F(u)是f(u)的原函数,u ＝φ(x)可导, 则

F[φ(x)]是f[φ(x)]φ′(x)的原函数,即有换元公式

∫f[φ(x)]φ′(x)dx＝∫f[φ(x)]dφ(x)＝F[φ(x)]＋C． (５Ｇ２Ｇ１)

证明 　因为F(u)为f(u)的一个原函数,得dF(u)＝f(u)du􀆰由微分形式不变性,
当u＝φ(x)为中间变量时,仍有dF(u)＝f(u)du􀆰因而有

∫f(u)du＝F(u)＋C,

所以

∫f[φ(x)]φ′(x)dx＝∫f[φ(x)]dφ(x)＝F[φ(x)]＋C．

　　说明　由此定理可见,虽然不定积分∫f[φ(x)]φ′(x)dx是一个整体的记号,但从

形式上看,被积表达式中的dx 也可以当做自变量x 的微分来对待􀆰 从而微分等式

φ′(x)dx＝du 可以方便地应用到被积表达式中．

　 求∫２cos２xdx．

解　被积函数中,cos２x是一个由cos２x＝cosu,u＝２x复合而成的复合函数,常数

因子２恰好是中间变量u 的导数,因此作变换u＝２x,便有

∫２cos２xdx＝∫cos２x􀅰２dx＝∫cos２x􀅰(２x)′dx＝∫cosudu＝sinu＋C,

再把u＝２x 代入,即得

∫２cos２xdx＝sin２x＋C．

根据例１,第一类换元公式法求不定积分可分以下步骤:
(１)将被积函数中的简单因子凑成复合函数中间变量的微分;
(２)引入中间变量作换元;
(３)利用基本积分公式计算不定积分;
(４)变量还原．
显然最重要的是第一步 ——— 凑微分,所以第一类换元积分法通常也称为凑微分法．

　 求∫２xex２dx．

解 　被积函数中的因子ex２ 是一个由ex２＝eu,u＝x２复合而成的复合函数,剩下的因

子２x 恰好是中间变量u＝x２ 的导数,于是有

∫２xex２dx＝∫ex２d(x２)＝∫eudu＝eu ＋C＝ex２ ＋C．
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　 求∫ １
４＋x２dx．

解 　∫ １
４＋x２dx＝

１
４∫ １

１＋
x
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２dx

＝
１
２∫ １

１＋(
x
２
)
２d

x
２　

令u＝
x
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
１
２∫ １
１＋u２du

＝
１
２arctanu＋C

＝
１
２arctan

x
２＋C．

对第一类换元法熟悉后,就不一定写出中间变量u􀆰例３可以这样书写

∫ １
４＋x２dx＝

１
４∫ １

１＋
x
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２dx＝
１
２∫ １

１＋
x
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２d
x
２＝

１
２arctan

x
２＋C．

　 求∫ １
４２－x２

dx．

解 　∫ １
４２－x２

dx＝
１
２∫ １

１－
x
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
dx＝∫ １

１－
x
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
dx
２＝arcsin

x
２＋C．

　 求∫lnx
x dx．

解 　∫lnx
x dx＝∫lnxd(lnx)＝

１
２
(lnx)２＋C．

　 求∫ １
９－x２dx．

解 　∫ １
９－x２dx＝

１
６∫ １

３－xdx＋∫ １
３＋xdx

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
１
６
(－ln|３－x|＋ln|３＋x|)＋C

＝
１
６ln

３＋x
３－x ＋C􀆰

　 求∫sin３xdx．

解 　∫sin３xdx＝∫sin２x􀅰sinxdx

＝－∫(１－cos２x)d(cosx)

＝－ cosx－
１
３cos

３xæ

è
ç

ö

ø
÷＋C
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＝
１
３cos

３x－cosx＋C

在积分的运算中,被积函数有时还需要通过适当的代数式或三角函数式的恒等变形

后,再用凑微分法求不定积分．

　 求∫cos２xdx．

解 　∫cos２xdx＝
１
２∫(１＋cos２x)dx＝

１
２x＋

１
４∫cos２xd(２x)＝１２x＋

１
４sin２x＋C．

　 求∫tanxdx．

解 　∫tanxdx＝∫sinxdx
cosx ＝∫－dcosx

cosx ＝－ln cosx ＋C．

同理,我们可以推得∫cotxdx＝ln sinx ＋C．

　 求∫secxdx．

解 　∫secxdx＝∫ １
cosxdx＝∫ １

１－sin２x
dsinx

＝
１
２ln

sinx＋１
sinx－１ ＋C＝ln secx＋tanx ＋C．

同理,我们可以推得∫cscxdx＝－ln cscx－cotx ＋C．

　　说明　对形如∫sinmxcosnxdx的积分,如果m,n中有奇数,取奇次幂的底数(如

n 是奇数,则取cosx)与dx 凑微分,那么被积函数一定能够变形为关于另一个底数的

多项式函数,从而可以顺利地计算出不定积分;如果m,n 均为偶数,则利用倍角(半

角)公式降幂,直至将三角函数降为一次幂,再逐项积分．

　 某太阳能发电厂太阳能的能量y 相对于接触的表面积x 的变化率为

dy
dx＝

０􀆰００５
０􀆰０１x＋１

,

且当x＝０时,y＝０􀆰试求太阳能的能量y 的函数表达式．

解 　 对dy
dx＝

０􀆰００５
０􀆰０１x＋１

积分得

y＝∫ ０􀆰００５
０􀆰０１x＋１

dx＝
０􀆰００５
０􀆰０１∫d

(０􀆰０１x＋１)

０􀆰０１x＋１

＝０􀆰５×２ ０􀆰０１x＋１＋C
又当x＝０时,y＝０代入上式得C＝－１,所以

y＝ ０􀆰０１x＋１－１．
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习题５Ｇ２

１􀆰求下列不定积分．

(１)∫ １
９＋x２dx; 　　　　　　　　　 (２)∫e２xdx;

(３)∫(３x－２)５dx; (４)∫ １
１６－x２dx

(５)∫sin(３x－５)dx; (６)∫ sinx
１＋２cosx

dx;

(７)∫２＋lnx
x dx; (８)∫cos３xdx;

(９)∫sinxcosxdx; (１０)∫cotxdx;
(１１)∫cscxdx; (１２)∫sin２xdx．

２􀆰求∫ １
a２＋x２dx(a≠０)．

３􀆰求∫ １
x２－a２dx(a≠０)．

第二类换元积分法

第三节 　 不定积分的第二类换元积分法 　

第一类换元积分法是通过变量代换φ(x)＝u,把积分∫f[φ(x)]φ′(x)dx 化为容易积

分的∫f(u)du􀆰但有时也会遇到相反的情形,如果积分∫f(x)dx 用直接积分法或第一类换

元积分法不易求得,但作适当的变量代换x＝ψ(t)后,将积分∫f(x)dx化为关于新的变量

t的积分∫f[ψ(t)]ψ′(t)dt后能够容易求得,则可以解决∫f(x)dx的计算问题􀆰具体如下:

∫f(x)dx　 (令x＝ψ(t))

＝∫f[ψ(t)]ψ′(t)dt
＝F(t)＋C　(代回反函数t＝ψ－１(x))
＝F(ψ－１(x))＋C．

这种求解过程就是第二类换元积分法的解题过程．如对于∫a２－x２dx,令x＝asint,

－
π
２ ＜t＜

π
２
,则原式＝

a２

２∫(１＋cos２t)dt,而此积分容易求解,最后用t＝arcsin
x
a

回代

即可．
下面给出定理２．
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定理２(第二类换元积分法)　设函数x＝ψ(t)是单调的可导函数,并且ψ′(t)≠０,又

设∫f[ψ(t)]ψ′(t)dt具有原函数F(t),则有

∫f(x)dx＝∫f[ψ(t)]ψ′(t)dt＝F(t)＋C＝F[ψ－１(x)]＋C．

证明　因为F(t)是∫f[ψ(t)]ψ′(t)dt的原函数,记G(x)＝F[ψ－１(x)],利用复合函

数及反函数的求导法则,得到

G′(x)＝
dF
dt
􀅰dt
dx＝f′(t)[ψ－１(x)]′＝f[ψ(t)]ψ′(t)􀅰

１
ψ′(t)

＝f(x),

即G(x)是f(x)的原函数,所以有

∫f(x)dx＝G(x)＋C＝F[ψ－１(x)]＋C．

　 求不定积分∫ x
１＋xdx．

解 　 为了去根号,令 x ＝t(t≥０),则x＝t２,dx＝２tdt􀆰于是,有

∫ x
１＋xdx＝∫２t２

１＋t２
dt＝２∫t２＋１－１

１＋t２
dt＝２∫(１－

１
１＋t２

)dt

＝２(t－arctant)＋C＝２ x －２arctan x ＋C

　 求∫a２－x２dx(a＞０)．

解 　 可以利用三角函数公式

图５Ｇ３Ｇ１

sin２t＋cos２t＝１
来化去根式．

令x＝asint,－
π
２ ＜t＜

π
２
,则

a２－x２ ＝acost,dx＝acostdt,t＝arcsin
x
a

所以

∫a２－x２dx＝∫a２cos２tdt＝
a２

２∫(１＋cos２t)dt

＝
a２

２
(t＋

１
２sin２t

)＋C＝
a２

２
(t＋sintcost)＋C

由图５Ｇ３Ｇ１得sint＝
x
a
,cost＝

a２－x２

a
,代入上式后得到

∫a２－x２dx＝
a２

２arcsin
x
a ＋

１
２x a２－x２ ＋C．

　　 说明 　 辅助直角三角形非常重要,便于把三角函数化简．
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　 求∫ １
a２＋x２

dx(a＞０)．

解 　 可以利用三角函数公式

图５Ｇ３Ｇ２

１＋tan２t＝sec２t
来化去根式．

令x＝atant,－
π
２ ＜t＜

π
２
,则

∫ １
a２＋x２

dx＝∫ １
asect

􀅰asec２tdt＝∫sectdt＝∫１
costdt

＝∫ １
１－sin２t

d(sint)＝
１
２ln|

１＋sint
１－sint|＋C,

由图５Ｇ３Ｇ２得

sint＝
x

a２＋x２
,

代入上式,化简得

∫ １
a２＋x２

dx＝ln(x＋ a２＋x２)＋C．

　　 说明 　 注意作代换后变量t的范围,以保证反函数单调可导．

　 求∫ １
x２－a２

dx(a＞０)．

解 　 可以利用三角函数公式

图５Ｇ３Ｇ３

sec２t－１＝tan２t
来化去根式．

令x＝asect,０＜t＜
π
２
,则

x２－a２ ＝atant,dx＝asecttantdt,

∫ １
x２－a２

dx＝∫asecttant
atant dt＝∫sectdt

＝
１
２ln|

１＋sint
１－sint|＋C,

由图５Ｇ３Ｇ３得

sint＝
x２－a２

x
,

代入上式得

∫ １
x２－a２

dx＝ln|x＋ x２－a２|＋C．
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　　 说明 　 二次根式的积分,除去可以直接运用基本积分公式的,都可以选用上述三

种三角代换计算．

习题５Ｇ３

１􀆰求不定积分∫ １
１＋ x

dx．　　　　　　　　　２􀆰求不定积分∫９－x２dx．

３􀆰求不定积分∫ １
９＋x２

dx． ４􀆰求不定积分∫ １
x２－４

dx．

分部积分法

第四节 　 不定积分的分部积分法

直接积分法适用于基本初等函数经过有限次的和、差运算得到的函数的不定积分,换

元积分法适用于复合函数的不定积分．对于不定积分∫xexdx,∫xcosxdx,∫xlnxdx,该

如何求解呢? 这类不定积分的被积函数是两个基本初等函数乘积的形式,下面将在乘积的

微分法则基础上介绍不定积分的分部积分法．
设函数u＝u(x),v＝v(x)具有连续的导数,由

d(uv)＝udv＋vdu,
可得

udv＝d(uv)－vdu,
两边积分得

∫udv＝uv－∫vdu (５Ｇ４Ｇ１)

或

∫uv′dx＝uv－∫vu′dx (５Ｇ４Ｇ２)

公式(５Ｇ４Ｇ１)与公式(５Ｇ４Ｇ２)称为分部积分公式．分别积分法实质上就是求两个函数乘

积的导数(或微分)的逆运算．

以上表明,当不定积分∫udv不易求出时,可以考虑将其中的u与v互相交换,如果所

得的不定积分∫vdu 容易求出,则利用公式(５Ｇ４Ｇ１),即可求出原来的不定积分∫udv􀆰分部

积分法起到了化难为易的作用．

　 求∫xcosxdx．

解 　 根据分部积分公式,首先要选择u 和dv,显然有两种方式,我们不妨先设u＝
x,dv＝cosxdx 即v＝sinx,则

∫xcosxdx＝∫xdsinx＝xsinx－∫sinxdx＝xsinx＋cosx＋C．
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采用这种选择方式,积分很顺利地被积出,但是如果作如下的选择:

设u＝cosx,xdx＝dv, 即v＝
１
２x

２,则

∫xcosxdx＝
１
２∫cosxdx２＝

１
２x

２cosx－
１
２∫x２sinxdx,

比较原积分∫xcosxdx 与新得到的积分１
２∫x２sinxdx,显然后面的积分变得更加复杂

难以解出．
由此可见利用分部积分公式的关键是恰当地选择u 和dv􀆰如果选择不当,就会使原来

的积分变得更加复杂．
在选取u 和dv 时一般考虑下面两点:
(１)v 要容易求得;

(２)∫vdu 要比∫udv 容易求出．

　 求∫xexdx．

解 　 令u＝x,exdx＝dv,v＝ex,则

∫xexdx＝∫xdex ＝xex －∫exdx＝xex －ex ＋C．

在本例中,如果选取u＝ex,dv＝xdx,则du＝exdx,v＝
１
２x

２,从而积分∫vdu＝

∫１２x２exdx 反而比原积分更复杂．

通常我们可以遵循对数函数、反三角函数、幂函数、三角函数、指数函数的顺序,即

把被积函数的两个因子中,排在前面的一类函数确定为u,这种确定u 的顺序可以简单地

记为“对、反、幂、三、指”．

　 求∫x２exdx．

解 　 令u＝x２,exdx＝dv,v＝ex,则利用分部积分公式得

∫x２exdx＝∫x２dex ＝x２ex －∫exdx２＝x２ex －２∫xexdx,
这里运用了一次分部积分公式后,虽然没有直接将积分积出,但是x 的幂次比原来降了一

次,∫xexdx 显然比∫x２exdx 容易积出,根据例２,我们可以继续运用分部积分公式,从而

得到

∫x２exdx＝x２ex －２∫xexdx＝x２ex －２∫xdex
＝x２ex －２(xex －ex)＋C
＝ex(x２－２x＋２)＋C．

　 求∫xlnxdx．

解 　 令u＝lnx,xdx＝
１
２dx

２,v＝
１
２x

２,则
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∫xlnxdx＝∫１２lnxdx２＝
１
２ x２lnx－∫x２􀅰１

xdx
æ

è
ç

ö

ø
÷＝
１
２ x２lnx－

１
２x

２æ

è
ç

ö

ø
÷＋C

＝
x２lnx
２ －

１
４x

２＋C．

对分部积分公式运用比较熟练后,就不必具体写出u 和dv,只要把被积表达式写成

∫udv 的形式,直接套用分部积分公式即可．

　 求∫xarctanxdx．

解 　∫xarctanxdx＝
１
２∫arctanxdx２＝

１
２

x２arctanx－∫x２

１＋x２dx
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
１
２
(x２arctanx－x＋arctanx)＋C．

　 求∫exsinxdx．

解 　(法一)∫exsinxdx＝∫sinxdex ＝exsinx－∫excosxdx
＝exsinx－∫cosxdex
＝exsinx－excosx－∫exsinxdx,

∴∫exsinxdx＝
１
２e

x(sinx－cosx)＋C ．

(法二)∫exsinxdx＝∫exd(－cosx)＝ex(－cosx)＋∫cosxd(ex)
＝－excosx＋∫cosxexdx＝－excosx＋∫exdsinx

＝－excosx＋exsinx－∫sinxdex

＝－excosx＋exsinx－∫exsinxdx,

∴∫exsinxdx＝
１
２e

x(sinx－cosx)＋C．

　　 说明 　 当被积函数是指数函数与正(余)弦函数的乘积时,任选一种函数凑微分,
经过两次分部积分后,会还原到原来的积分形式,只是系数发生了变化,我们往往称

它为“循环法”,但要注意两次凑微分函数的选择要一致．

　 求∫exdx．

解 　 令t＝ x,x＝t２,dx＝２tdt,

∫exdx＝∫et２tdt＝∫２tdet＝２tet－２∫etdt＝２tet－２et＋C＝２ xex －２ex ＋C．

　　 说明 　 有时需要把分部积分法和换元积分法综合在一起使用．
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习题５Ｇ４

１􀆰填空

(１)计算∫xcosxdx,可设u＝ ,dv＝ ;

(２)计算∫arcsinxdx,可设u＝ ,dv＝ ;

(３)计算∫x３lnxdx,可设u＝ ,dv＝ ;

(４)计算∫xexdx,可设u＝ ,dv＝ ．

２􀆰计算下列不定积分:

(１)∫cos xdx;　　　　　　　　　 (２)∫xe３xdx;
(３)∫xsinxdx; (４)∫(x３－３x)e－xdx;

总 习 题 五

一、单选题

１􀆰函数f(x)的(　　)原函数,称为f(x)的不定积分．
A􀆰任意一个 B􀆰所有
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C􀆰唯一 D􀆰某一个

２􀆰若函数f(x)有两个原函数分别为F(x),G(x),则f′(x)－G′(x)＝(　　)．
A􀆰f(x) B􀆰F(x) C􀆰０ D􀆰f′(x)

３􀆰∫ １
１＋x２
æ

è
ç

ö

ø
÷′dx＝(　　)．

A􀆰 １
１＋x２ B􀆰 １

１＋x２＋C

C􀆰arctanx D􀆰arctanx＋C
４􀆰在下列等式中,正确的是(　　)．

A􀆰∫f′(x)dx＝f(x) B􀆰∫df(x)＝f(x)

C􀆰 ddx∫f(x)dx＝f(x) D􀆰d∫f(x)dx＝f(x)

５􀆰设f(x)的一个原函数是１
x
,则f′(x)＝(　　)．

A􀆰ln|x| B􀆰１x C􀆰－
１
x２ D􀆰２

x３

６􀆰若∫f(x)dx＝２cos
x
２＋C,则f(x)＝(　　)．

A􀆰－sin
x
２＋C B􀆰sinx

２

C􀆰－２sin
x
２＋C D􀆰－sin

x
２

７􀆰(２０１９年)设 f(x)是函数cos２x 的一个原函数, 且 f(０)＝０, 则∫f(x)dx
＝(　　)．

A􀆰－
１
４cos２x＋C B􀆰－

１
２cos２x＋C

C􀆰－cos２x＋C D􀆰cos２x＋C

８􀆰已知f′(x)＝
１

x(１＋２lnx)
,且f(１)＝１,则f(x)等于(　　)．

A􀆰ln(１＋２lnx)＋１ B􀆰１２ln
(１＋２lnx)＋１

C􀆰１２ln
(１＋２lnx)＋

１
２ D􀆰２ln(１＋２lnx)＋１

９􀆰(２０２０年)已知f(x)的一个原函数是ln|３x－１|,则∫f(３x)dx＝(　　)．

A􀆰１３ln|９x－１|＋C B􀆰１３ln|３x－１|＋C

C􀆰ln|９x－１|＋C D􀆰３ln|９x－１|＋C

１０􀆰∫[f(x)＋xf′(x)]dx＝(　　)．
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A􀆰f(x)＋C B􀆰xf(x)＋C
C􀆰f′(x)＋C D􀆰f２(x)＋C
二、填空题

１􀆰设lnx 是函数f(x)的一个原函数,则∫f(x)dx＝ ．

２􀆰已知∫f(x)dx＝sin２x＋C,则f(x)＝ ．

３􀆰若函数f(x)具有一阶连续导数,则∫f′(x)

f(x)
dx＝ ．

４􀆰 ddx∫x
ex
dxæ

è
ç

ö

ø
÷＝ ．

５􀆰∫f′(２x)dx＝ ．

６􀆰∫cos３xdx＝ ．

７􀆰∫x xdx＝ ．

８􀆰∫(３x ＋x３)dx＝ ．

９􀆰∫１＋cosx
x＋sinxdx＝ ．

１０􀆰(２０１５年)设F(x)是f(x)的一个原函数,则∫f(３－２x)dx＝ ．

三、解答题

１􀆰已知曲线y＝f(x)过点(０,２),且其上任意点处的切线斜率为１
２x＋３ex,求该曲

线方程．
２􀆰求下列不定积分．

(１)∫１
x ＋３xæ

è
ç

ö

ø
÷dx; (２)∫５x

４＋５x２＋１
x２＋１

dx;

(３)∫１＋sin２x
sinx＋cosx

dx; (４)∫４x
４＋１

x２＋１
dx;

(５)∫ １
x２－４

dx; (６)∫ １
x２＋４

dx;

(７)∫ １
１＋

３
x
dx; (８)(２０１３年)∫x２cos２xdx．

３􀆰设∫xf(x)dx＝arcsinx＋C,求∫dx
f(x)

．

４􀆰(２０１１年)设f(x)的一个原函数是x２sinx,求不定积分∫f(x)
x dx．
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第 六 章

畅游微积世界　品味数学神奇———定积分

牛顿和莱布尼茨对微积分的推动作用是十分重要的．牛顿在１７世纪末提出了微积分的

基本概念和方法,他的工作主要集中在力学和天文学领域．他提出了微分和积分的概念,
并用它们来解决运动学和引力等问题．同时,莱布尼茨也在同一时期独立地开发了微积分

学,并提出了微积分的符号表示法．这两位科学家的工作为微积分学奠定了基础,并推动

了数学和科学的发展．
牛顿和莱布尼茨的微积分理论和方法为后来的数学家和科学家提供了重要的工具,对

现代科学和工程学的发展产生了深远的影响．他们的工作也为微积分学科的形成和发展奠

定了基础,成为了现代数学的重要组成部分．因此,牛顿和莱布尼茨对微积分的推动作用

是不可忽视的,他们的贡献在数学和科学领域具有深远的影响．
«荀子􀅰大略»中有“夫尽小者大,积微者著”,意思是微小的事物,经过积累,变得显

著􀆰这是定积分思想的起源．在求解定积分的过程中, 不均匀量是通过“分割(化整为

零)”、“近似(以直代曲)”、“求和(积零为整)”、“取极限(精确量化)”而得到．启发我们处

理问题时可以将一个大问题分解为若干小问题,逐个击破．

一个数学家的目的是要了解数学􀆰历史上数学的进展不外两途:增加对于已知材料的

了解和推广范围．
——— 陈省身

１７世纪最伟大的成就是微积分,微积分是继欧几里得几何之后,全部数学中的一个最

大创造．
——— 克莱因

在数学的领域中,提出问题的艺术比解答问题的艺术更重要．
——— 康托尔

定积分是积分学中又一个重要的基本概念,在自然科学和实际问题中有着广泛的应

用．本章先从几何和物理问题出发引进定积分的定义,然后讨论定积分的性质、计算方法

及其应用．
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定积分的概念

第一节 　 定积分的概念

一、 两个实际问题

１􀆰曲边梯形的面积

曲边梯形: 如图６Ｇ１Ｇ１,设函数y＝f(x)在区间[a,b]上非负、连续􀆰由直线x＝
a,x＝b,y＝０及曲线y＝f(x)所围成的图形称为曲边梯形,其中曲线弧y＝f(x)称为

曲边􀆰
求曲边梯形的面积的近似值．一种简单的方法是用以区间[a,b]为底,f(a)(或

f(b))为高的矩形的面积作为A 的近似值．由于“变高”f(x)在[a,b]上有较大的变化,
这个近似值与A 的误差可能会很大．

图６Ｇ１Ｇ１ 图６Ｇ１Ｇ２

但是,如果我们把曲边梯形的底边变得很短,如图６Ｇ１Ｇ２,例如对应于[a,b]的某个

很小的子区间[xi－１,xi]的窄条形曲边梯形,因为f(x)是连续函数,所以“变高”f(x)在
小区间[xi－１,xi]上的变化不会很大,因此,用小矩形的面积近似代替小曲边梯形的面

积,产生的误差就比较小􀆰把这一个个小矩形的面积相加,就比较接近A 的值．
显然每个小曲边梯形的底边愈短,所得出的结果就愈精确􀆰当所有小曲边梯形的底边

长都无限缩小时(此时小曲边梯形的个数无限增多),它们的面积之和就无限接近于曲边梯

形的面积A􀆰因此我们很自然地把A 看作是小矩形面积之和的极限．
上述分析过程可以用较准确的数学语言表达为三个步骤:
(１)分割

将曲边梯形分割成一些小的曲边梯形,每个小曲边梯形的面积都近似地等于小矩形的

面积,则所有小矩形面积的和就是曲边梯形面积的近似值．
具体方法是:在区间[a,b]中任意插入n＋１个分点(图６Ｇ１Ｇ２)

a＝x０ ＜x１ ＜x２ ＜ 􀆺 ＜xn－１ ＜xn ＝b,
把[a,b]分成n 个小区间[x０,x１],[x１,x２],[x２,x３],􀆺,[xn－１,xn], 第i个区

—０４１—
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间[xi－１,xi]的长度Δxi＝xi－xi－１．
(２)近似求和

经过每一个分点作平行于y轴的直线段,把曲边梯形分成n个小曲边梯形􀆰第i个小曲

边梯形的面积记为ΔSi,于是

A＝∑
n

i＝１
ΔSi

在每个小区间[xi－１,xi]上任取一点ξi, 以[xi－１,xi]为底、f(ξi)为高的窄矩形近

似替代第i个窄曲边梯形,i＝１,２,３,􀆺,n,把这样得到的n个窄矩形面积之和作为所

求曲边梯形面积A 的近似值,即

A ≈f(ξ１)Δx１＋f(ξ２)Δx２＋􀆺＋f(ξn)Δxn ＝∑
n

i＝１
f(ξi)Δxi．

(３)取极限

显然,分点越多,每个小曲边梯形越窄,所求得的曲边梯形面积A 的近似值就越接近

曲边梯形面积A 的精确值,因此,要求曲边梯形面积A 的精确值,只需无限地增加分点,
使每个小曲边梯形的宽度趋于零􀆰记λ＝max{Δx１,Δx２,􀆺,Δxn},于是,上述增加分

点,使每个小曲边梯形的宽度趋于零,相当于令λ→０􀆰所以曲边梯形的面积为

A＝lim
λ→０∑

n

i＝１
f(ξi)Δxi．

２􀆰变速直线运动的路程

设物体作变速直线运动,已知速度v＝v(t)是时间间隔[T１,T２]上t的连续函数,且

v(t)≥０,计算在这段时间内物体所经过的路程S,如图６Ｇ１Ｇ３．

图６Ｇ１Ｇ３

对于匀速直线运动,有路程公式:
路程＝速度×时间

现在面临的问题是,速度不是常量而是随时

间在变化,因此不能简单套用上面的路程公式,
由于速度v(t)是随着时间t连续变化的,在一小

段时间内它的变化很小,所以可以用“以匀速代

替变速”的辩证思想,把它看成每个小段时间内

的匀速运动,而且时间间隔越短,这种近似替代

的精确度就越高．
(１)分割

把时间区间[T１,T２]分成n个小的时间间隔Δti,i＝１,２,􀆺,n,在每个小的时间

间隔Δti 内,物体运动看成是匀速的,其速度近似为物体在时间间隔Δti 内某点τi 的速度

v(τi),物体在时间间隔Δti 内运动的路程近似为Δsi＝v(τi)Δti􀆰把物体在每一小的时间间

隔Δti 内运动的路程加起来作为物体在时间间隔[T１,T２]内所经过的路程S的近似值􀆰具

体做法是:

在时间间隔[T１,T２]内任意插入n＋１个分点(图６Ｇ１Ｇ３)
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T１＝t０ ＜t１ ＜t２ ＜ 􀆺 ＜tn－１ ＜tn ＝T２,
[T１,T２]分成n 个小段

[t０,t１],[t１,t２],􀆺,[tn－１,tn],
第i个子区间[ti－１,ti]的长记为Δti＝ti－ti－１

(２)近似求和

在每个子区间[ti－１,ti]上任取一个时刻τi,以在时刻τi 的速度v(τi)作为质点在

[ti－１,ti]上各个时刻的速度,即把质点在时间段[ti－１,ti]内看成以速度v(τi)做匀速运

动,得到质点在该时间段内所走过路程Δsi 的近似值,即

Δsi ≈v(τi)Δti(i＝１,２,􀆺,n)．
于是这n 段部分路程的近似值之和就是所求变速直线运动路程s的近似值,即

s＝∑
n

i＝１
Δsi ≈∑

n

i＝１
v(τi)Δti

(３)取极限

记λ＝maxΔt１,Δt２,􀆺,Δtn{ },当λ→０时,取上述和式的极限,即得变速直线运

动的路程

S＝lim
λ→０∑

n

i＝１
v(τi)Δti􀆰

上面两个例子,一个是几何问题,一个是物理问题,它们有着完全不同的实际背景,
但在解决问题的过程中,都经历了先化整为零,再由部分求全体的转换,贯彻了在小范围

内以直代曲、以均匀代替不均匀、以近似代替精确的辩证思想,最后通过取极限的方法使

问题获得解决．
抛开上述问题的具体意义,抓住它们在数量关系上共同的本质与特性加以概括,就抽

象出下述定积分的定义􀆰

二、 定积分的概念

定义 　 设函数y＝f(x)在[a,b]上有定义,在[a,b]中任意插入若干个分点

a＝x０ ＜x１ ＜x２ ＜ 􀆺 ＜xn－１ ＜xn ＝b,

图６Ｇ１Ｇ４

把区 间[a,b]分 成n 个 子 区 间[xi－１,xi](i＝１,

２,􀆺,n),如图６Ｇ１Ｇ４所示,其长度记为Δxi ＝xi －
xi－１,在每个子间[xi－１,xi]上任取一个点ξi,作和

S＝∑
n

i＝１
f(ξi)Δxi􀆰

称为f(x)在[a,b]上的一个积分和, 记λ＝
max{Δx１,Δx２,􀆺,Δxn},如果不论对[a,b]怎样

分法,也不论在小区间[xi－１,xi]上点ξi 怎样取法,
只要当λ→０时,和S 总趋于确定的极限I,这时我们

称这个极限I为函数f(x)在区间[a,b]上的定积分
   

,
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记作∫
b

a
f(x)dx,即

∫
b

a
f(x)dx＝lim

λ→０∑
n

i＝１
f(ξi)Δxi􀆰

其中f(x)称为被积函数,f(x)dx称为被积表达式,x叫作积分变量,a叫作积分下限,

b叫作积分上限,[a,b]叫作积分区间􀆰
根据定积分的定义,前面两个实际问题可以分别表述如下:
曲线y＝f(x)(f(x)≥０)、x轴及两条直线x＝a,x＝b所围成的曲边梯形的面积A

等于函数f(x)在区间[a,b]上的定积分,即

A＝∫
b

a
f(x)dx．

物体以变速v＝v(t)(v(t)≥０)做直线运动,从时刻t＝T１到时刻t＝T２,这物体经过

的路程S 等于函数v(t)在区间[T１,T２]上的定积分,即

S＝∫
T２

T１
v(t)dt．

　　 说明 　(１)定积分的值只与被积函数及积分区间有关, 而与积分变量的记法无

关,即

∫
b

a
f(x)dx＝∫

b

a
f(t)dt＝∫

b

a
f(u)du􀆰

(２)如果函数f(x)在[a,b]上的定积分存在,我们就说f(x)在区间[a,b]上可积􀆰

那么函数f(x)在[a,b]上满足什么条件时,f(x)在[a,b]上可积呢? 这个问题我

们不做深入讨论,只给出如下两个充分条件:
定理１　 设f(x)在区间[a,b]上连续,则f(x)在[a,b]上可积􀆰
定理２　 设f(x)在区间[a,b]上有界,且只有有限个间断点,则f(x)在[a,b]上

可积􀆰

三、 定积分的几何意义

设f(x)是[a,b]上的连续函数,由曲线y＝f(x)及直线x＝a,x＝b,y＝０所围成

的曲边梯形的面积记为A􀆰由定积分的定义易知道定积分有如下几何意义:

(１)当f(x)≥０时,∫
b

a
f(x)dx＝A

当f(x)≤０时,－f(x)≥０,于是曲边梯形的面积

A＝∫
b

a
[－f(x)]dx＝lim

λ→０∑
n

i＝１

[－f(ξi)]Δxi＝－lim
λ→０∑

n

i＝１

[f(ξi)]Δxi＝－∫
b

a
f(x)dx,

这时,∫
b

a
f(x)dx＝－A．

(２)如果f(x)在[a,b]上有时取正值,有时取负值时,函数的图形有的在x 轴的上

方,有的在x 轴下方􀆰这时定积分在几何上表示为:上述这些部分曲边梯形面积的代数
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和,如图６Ｇ１Ｇ５所示,有

∫
b

a
f(x)dx＝A１－A２＋A３

其中A１,A２,A３ 分别是图６Ｇ１Ｇ５中三部分曲边梯形的面积,它们都是正数．

图６Ｇ１Ｇ５

　　 说明 　 在定义定积分∫
b

a
f(x)dx 时,我们曾要求积分上限大于积分下限,即a＜

b,今后为了应用方便,我们规定:当a＞b时

∫
b

a
f(x)dx＝－∫

a

b
f(x)dx

特殊地,(１)当a＝b时,有∫
a

a
f(x)dx＝０

(２)当f(x)≡１时,有∫
b

a
f(x)dx＝b－a

习题６Ｇ１

１􀆰用定积分表示由曲线y＝x２＋１与直线x＝１,x＝２及x 轴所围成的曲边梯形的

面积．
２􀆰用定积分表示由曲线y＝sinx 与直线x＝０,x＝π及x 轴所围成的曲边梯形的

面积．
３􀆰根据定积分的定义,判断下列定积分的值是正还是负．

(１)∫
π
２

０
cosxdx; (２)∫

１

－１
(x２－１)dx．

(３)∫
３

－１
xdx; (４)∫

π

－
π
２

sinxdx．

４􀆰根据定积分的几何意义,说明下列等式的正确性．

(１)∫
π
２

－
π
２

cosxdx＝２∫
π
２

０
cosxdx; (２)∫

π

－π
sintdt＝０．
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定积分的基本性质

第二节 　 定积分的基本性质

积分概念的讨论显示了它在科学技术中的重要作用．但是如果不能找出计算定积分的

简单有效的办法,而只能按照定义去计算繁杂的和式极限,将会大大影响定积分的活力,
下一节我们将解决定积分的计算问题,本节先根据定积分的定义和极限的运算性质直接得

出定积分的一些基本性质􀆰这些性质在有关定积分的计算和证明中经常用到．
定积分的性质大体上分为两类,一类是用等式表示的性质,另一类是用不等式表示的

性质􀆰在下面的论述中,我们假定f(x)和g(x)都是区间[a,b]上的连续函数,根据定

义,可以直接得到性质１和性质２．
性质１(定积分的线性性质)
(１)被积函数的常数因子可以提到积分号外面,即

∫
b

a
kf(x)dx＝k∫

b

a
f(x)dx􀆰

证明 　∫
b

a
kf(x)dx＝lim

λ→０∑
n

i＝１
kf(ξi)Δxi＝klim

λ→０∑
n

i＝１
f(ξi)Δxi＝k∫

b

a
f(x)dx􀆰

(２)两个函数的和(差)的定积分等于它们的定积分的和(差),即

∫
b

a
[f(x)±g(x)]dx＝∫

b

a
f(x)dx±∫

b

a
g(x)dx􀆰

证明 　∫
b

a
[f(x)±g(x)]dx＝lim

λ→０∑
n

i＝１

[f(ξi)±g(ξi)]Δxi

＝lim
λ→０∑

n

i＝１
f(ξi)Δxi±lim

λ→０∑
n

i＝１
g(ξi)Δxi

＝∫
b

a
f(x)dx±∫

b

a
g(x)dx􀆰

性质２(积分区间的可加性)

图６Ｇ２Ｇ１

如果将积分区间分成两部分,则在整个区间上的定积分等

于这两部分区间上定积分之和(图６Ｇ２Ｇ１),即设a＜c＜b,则

∫
b

a
f(x)dx＝∫

c

a
f(x)dx＋∫

b

c
f(x)dx􀆰

这个性质表明定积分对于积分区间具有可加性􀆰
值得注意的是不论a,b,c的相对位置如何,总有等式

∫
b

a
f(x)dx＝∫

c

a
f(x)dx＋∫

b

c
f(x)dx

成立􀆰
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　　 说明 　 例如当a＜b＜c时,由于

∫
c

a
f(x)dx＝∫

b

a
f(x)dx＋∫

c

b
f(x)dx,

于是有

∫
b

a
f(x)dx＝∫

c

a
f(x)dx－∫

c

b
f(x)dx＝∫

c

a
f(x)dx＋∫

b

c
f(x)dx􀆰

性质３(用不等式表示的性质)
如果在区间[a,b]上f(x)≥０,则

∫
b

a
f(x)dx≥０　(a＜b)􀆰

推论１　 如果在区间[a,b]上f(x)≤g(x),则

∫
b

a
f(x)dx≤∫

b

a
g(x)dx　(a＜b)􀆰

证明 　 由已知得g(x)－f(x)≥０,从而

∫
b

a
g(x)dx－∫

b

a
f(x)dx＝∫

b

a
[g(x)－f(x)]dx≥０,

所以

∫
b

a
f(x)dx≤∫

b

a
g(x)dx􀆰

推论２　∫
b

a
f(x)dx ≤∫

b

a
|f(x)|dx　(a＜b)􀆰

证明 　 因为－|f(x)|≤f(x)≤|f(x)|,所以

－∫
b

a
|f(x)|dx≤∫

b

a
f(x)dx≤∫

b

a
|f(x)|dx,

即

∫
b

a
f(x)dx ≤∫

b

a
f(x)dx􀆰

性质４(估值定理)
设M 及m 分别是函数f(x)在区间[a,b]上的最大值及最小值,则

m(b－a)≤∫
b

a
f(x)dx≤M(b－a)　(a＜b)􀆰

证明 　 因为m ≤f(x)≤M,由性质３的推论得

∫
b

a
mdx≤∫

b

a
f(x)dx≤∫

b

a
Mdx,

从而

m(b－a)≤∫
b

a
f(x)dx≤M(b－a)􀆰

性质５(定积分中值定理)　如果函数f(x)在[a,b]上连续,则在[a,b]上至少存在

一个点ξ,使得下式成立:

∫
b

a
f(x)dx＝f(ξ)(b－a)　(a≤ξ≤b)􀆰
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这个公式叫作定积分中值公式􀆰

证明 　 由性质４,有

m(b－a)≤∫
b

a
f(x)dx≤M(b－a),

不等式的各边除以b－a,得

m ≤
１

b－a∫
b

a
f(x)dx≤M,

再由连续函数的介值定理,在[a,b]上至少存在一点ξ,使得

f(ξ)＝
１

b－a∫
b

a
f(x)dx,

即

图６Ｇ２Ｇ２

∫
b

a
f(x)dx＝f(ξ)(b－a)􀆰

　　 说明　定积分中值定理的几何意义是:由曲线y＝
f(x),直线x＝a,x＝b和x 轴所围成的曲边梯形的面

积等于区间[a,b]上某个矩形的面积,这个矩形的底是

区间[a,b],矩形的高为区间[a,b]内某一点ξ处的函

数值f(ξ),如图６Ｇ２Ｇ２所示．

　 不用计算,比较积分值∫
１

０
x２dx 和∫

１

０
x３dx 的大小．

解 　∵x２ ＞x３,x∈ (０,１),

∴∫
１

０
x２dx＞∫

１

０
x３dx．

　 估计定积分∫
π

０

１
３＋sinxdx

的值．

解 　 设f(x)＝
１

３＋sinx
,

∵x∈ [０,π]时,０≤sinx≤１,

∴ １４ ≤
１

３＋sinx ≤
１
３
,

由性质４得

π
４ ≤∫

π

０

１
３＋sinxdx≤

π
３．

　求由曲线f(x)＝x２,x轴及直线x＝０、x＝１所围成的平面图形的面积．

解 　 由定积分的几何意义可知,该平面图形的面积即为定积分∫
１

０
x２dx．

(１)因为被积函数f(x)＝x２ 在[０,１]上连续,所以f(x)在[０,１]上一定可积．
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(２)为便于计算,不妨把区间[０,１]分成n等份,分点为xi＝
i
n
(i＝０,１,􀆺,n),

这样每个区间[xi－１,xi]的长度Δxi＝
１
n
(i＝１,２,􀆺,n)．

(３)取ξi＝xi＝
i
n
,于是

∑
n

i＝１
f(ξi)Δxi＝∑

n

i＝１

(i
n
)
２

􀅰１
n ＝

１
n３∑

n

i＝１
i２

＝
１
n３􀅰

１
６n
(n＋１)(２n＋１)

＝
(n＋１)(２n＋１)

６n２ ．

(４)∫
１

０
x２dx＝lim

n→∞

(n＋１)(２n＋１)
６n２ ＝

２
６＝

１
３．

习题６Ｇ２

１􀆰不用计算,判断下列定积分的大小．

(１)∫
２

１
x２dx 与∫

２

１
x３dx; 　　　　　　　　 (２)∫

２

１
lnxdx 与∫

２

１
(lnx)２dx．

２􀆰运用估值定理估计下列定积分的值．

(１)∫
３

１
(２x２－１)dx; (２)∫

π

π
３

(１＋sin２x)dx．

微分学基本定理

第三节 　 微积分学基本定理

原函数和定积分具有完全不同的背景,是作为互不相干的两个概念提出来的,然而它

们有着深刻的内在联系,根据这个联系,定积分的计算将通过求原函数而获得圆满的

解决．

一、 变动积分上限的函数及其导数

定义 　 设函数f(x)在区间[a,b]上连续,并且设x 为[a,b]内的一点,则

f(x)在[a,x]上也连续,所以定积分∫
x

a
f(t)dt(定积分的值与积分变量无关,所以把

∫
x

a
f(x)dx 改写为∫

x

a
f(t)dt)存在􀆰这是一个上限为变数的定积分．现在让x在[a,b]内任

意变动,则对于x 的每一个值,就有一个唯一确定的积分值与之对应,这样我们就在区间

[a,b]上定义了一个函数,它以变动的积分上限x 为自变量,我们记这个函数为Φ(x),
称为变动上限积分函数􀆰即
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Φ(x)＝∫
x

a
f(t)dt,a≤x≤b

图６Ｇ３Ｇ１

这个函数的几何意义如图６Ｇ３Ｇ１所示,它表示右侧直边可以

变动的曲边梯形(图中阴影部分)的面积．

变动上限积分函数Φ(x)＝∫
x

a
f(t)dt有一极为重要的性质:

它是f(x)的一个原函数．具体可表述为下面的定理．
定理１　 如果函数f(x)在区间[a,b]上连续,则变动上限

积分函数Φ(x)＝∫
x

a
f(t)dt在[a,b]上具有导数,并且它的导

数为

Φ′(x)＝
d
dx∫

x

a
f(t)dt＝f(x)　(a≤x≤b)􀆰

证明 　 根据的导数定义,只要证明

lim
Δx→０

Φ(x＋Δx)－Φ(x)
Δx ＝f(x)．

给x 以增量Δx,则函数Φ(x)有相应的增量ΔΦ,

ΔΦ＝Φ(x＋Δx)－Φ(x)

＝∫
x＋Δx

a
f(t)dt－∫

x

a
f(t)dt

＝∫
x＋Δx

a
f(t)dt＋∫

a

x
f(t)dt

＝∫
x＋Δx

x
f(t)dt．

由积分中值定理,存在一点ξ介于x 与x＋Δx 之间,使得

∫
x＋Δx

x
f(t)dt＝f(ξ)Δx,

当Δx→０时,ξ→x􀆰由f(x)在[a,b]上连续,得到

lim
Δx→０

ΔΦ
Δx＝lim

Δx→０
f(ξ)＝lim

ξ→x
f(ξ)＝f(x),

即

Φ′(x)＝f(x)．
若x＝a,取Δx＞０,则同理可证Φ′＋(a)＝f(a); 若x＝b,取Δx＜０,则同理可证

Φ′－ (b)＝f(b)􀆰
上述定理指出了一个重要结论:连续函数f(x)取变上限x 的定积分然后求导,其结

果还原为f(x)本身．

　 求d
dx∫

x

a
etsintdt．

解 　 相当于f(t)＝etsint,所以

d
dx∫

x

a
etsintdt＝f(x)＝exsinx．
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　 设y＝∫
１

x
１＋t３dt,求dy

dx．

解 　 这里积分下限是变量,先转化为积分上限是变量,然后再用定理１求解．

原式＝－∫
x

１
１＋t３dt,所以dy

dx＝－ １＋x３．

　 设f(x)＝∫
x２

a
e－t２dt,求df

dx．

解　变动上限不是x,而是x的函数x２,它可以看成由u＝x２和f(u)＝∫
u

a
e－t２dt构成

的复合函数．
根据复合函数的求导法则,

df
dx＝

df
du
􀅰du
dx＝

d
du∫

u

a
e－t２dt( )􀅰ddx(x

２)＝e－u２􀅰２x＝２xe－x４．

二、 牛顿 莱布尼茨公式

定理２　 如果函数F(x)是连续函数f(x)在区间[a,b]上的一个原函数,则

∫
b

a
f(x)dx＝F(b)－F(a) (６Ｇ３Ｇ１)

证明 　 已知函数F(x)是连续函数f(x)的一个原函数,又根据定理１, 积分上限函

数Φ(x)＝∫
x

a
f(t)dt也是f(x)的一个原函数,这两个原函数之间只相差一个常数,即

F(x)＝Φ(x)＋C　(a≤x≤b)．
令x＝a 得,

F(a)＝Φ(a)＋C＝∫
a

a
f(t)dt＋C＝C,

令x＝b得,

F(b)＝Φ(b)＋C,
所以

Φ(b)＝F(b)－F(a),
即

∫
b

a
f(x)dx＝F(b)－F(a)􀆰

　　 说明 　 式(６Ｇ３Ｇ１)称为牛顿 莱布尼茨公式．它把定积分的计算转化为求原函数在

积分上下限的函数值之差．
(２)定理１和定理２称为微积分学基本定理．它们揭示了定积分与不定积分这两个

来自完全不同领域的概念之间简单而又本质的联系．
(３)它从根本上解决了定积分的计算,是高等数学中最重要、最著名的定理之一,

也是科学史上的一个伟大里程碑．
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图６Ｇ３Ｇ２

　计算正弦曲线y＝sinx从x＝０到x＝π一段与x

轴所围图形的面积(图６Ｇ３Ｇ２)．
解 　 由定积分的几何意义知

A＝∫
π

０
sinxdx,

因为－cosx 是sinx 的一个原函数,所以

A＝∫
π

０
sinxdx＝(－cosx)π

０＝－(cosπ－cos０)＝２􀆰

　 求∫
３

１

dx
１＋x２．

解 　 因为arctanx 是 １
１＋x２ 的一个原函数,所以

∫
３

１

dx
１＋x２＝arctanx ３

１ ＝arctan３－arctan１＝
π
３－

π
４＝

π
１２．

　 计算定积分∫
４

１

dx
２x＋１

．

解 　 因为

∫ dx
２x＋１＝

１
２∫ １
２x＋１

d(２x＋１)＝
１
２ln|２x＋１|＋C,

所以

∫
４

１

dx
２x＋１＝

１
２ln|２x＋１|

４

１

＝
１
２
[ln|２×４＋１|－ln|２×１＋１|]

＝
１
２
(ln９－ln３)

＝
１
２ln３．

　　 说明 　 由上面的例题可以看出,计算定积分可分为两步走,先用求不定积分的方

法求出被积函数的一个原函数,再代入牛顿 莱布尼茨公式计算出定积分的值．

　以v０＝３６km/h速度行驶的汽车从某处以等加速度a＝－５m/s２开始刹车

至停止,求此期间汽车行驶过的距离．
解 　(１)设开始刹车时t＝０,已知a＝－５m/s２,且

v(０)＝v０＝３６km/h＝１０m/s,

(２)因为v′(t)＝
dv
dt＝a＝－５,所以

v(t)－v(０)＝∫
t

０
v′(t)dt＝－∫

t

０
５dt＝－５t,
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(３)当汽车停止时v(t)＝０,那么由v(t)＝１０－５t＝０,得t＝２(s),
(４)此期间汽车行驶过的距离为

s＝∫
２

０
v(t)dt＝∫

２

０
(１０－５t)dt＝ １０t－

５
２t

２æ

è
ç

ö

ø
÷

２

０
＝１０(m)．

习题６Ｇ３

１􀆰已知f(x)＝∫
x

０
costdt,求f′(０),f′

π
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

２􀆰求下列函数的导数:

(１)f(x)＝∫
x

０
１＋t２dt; (２)f(x)＝∫

－１

x
tcostdt;

(３)f(x)＝∫
x

２
cost２ln(１＋t)dt; (４)f(x)＝∫

x２

１
e－tsintdt．

３􀆰计算下列定积分:

(１)∫
２

－１

３
xdx; (２)∫

π
２

０
(cosx＋sinx)dx;

(３)∫
１
２

－
１
２

１
１－x２

dx; (４)∫
２

１

１
２x－１

dx;

(５)∫
２

－２３

dx
４＋x２

; (６)∫
π
２

０
sinucos２udu．

定积分的计算

第四节 　 定积分的换元积分法和分部积分法

一、 换元积分法

定理 　 假设函数f(x)在区间[a,b]上连续,函数x＝φ(t)满足条件:
(１)φ(α)＝a,φ(β)＝b;
(２)φ(t)在[α,β](或[β,α])上具有连续导数,且其值域不越出[a,b],
则有定积分的换元公式

∫
b

a
f(x)dx＝∫

β

α
f[φ(t)]φ′(t)dt． (６Ｇ４Ｇ１)

证明 　 因为定积分的值是一个常数,所以只要证明上式左右两边的值相等．
由假设知,f(x)在区间[a,b]上是连续,因而是可积的;f[φ(t)]φ′(t)在区间

[α,β](或[β,α])上也是连续的,因而是可积的􀆰
假设F(x)是f(x)的一个原函数,则

∫
b

a
f(x)dx＝F(b)－F(a)．

另一 方 面, 因 为(F[φ(t)])′ ＝F′(x)φ′(t)＝f[φ(t)]φ′(t), 所 以 F[φ(t)]是
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f[φ(t)]φ′(t)的一个原函数,从而

∫
β

α
f[φ(t)]φ′(t)dt＝F[φ(β)]－F[φ(α)]＝F(b)－F(a)．

因此

∫
b

a
f(x)dx＝∫

β

α
f[φ(t)]φ′(t)dt􀆰

　 计算∫
２

０

x
１＋x２dx．

解 　 令u＝１＋x２,则du＝２xdx,即xdx＝
１
２du

,

且当x＝０时,u＝１,当x＝２时,u＝５,

∫
２

０

x
１＋x２dx＝

１
２∫

５

１

du
u ＝

１
２ln|u|

５

１
＝
１
２
(ln５－ln１)＝

１
２ln５􀆰

　 计算∫
a

０
a２－x２dx　(a＞０)．

解 　 由定积分的几何意义,它表示圆x２ ＋y２ ≤a２ 位于第一象限的面积,显然

是πa
２

４ ．

下面用定积分的换元积分法来计算并验证．

令x＝asint,则dx＝acostdt,且当x＝０时,t＝０,当x＝a 时,t＝
π
２
,

　　∫
a

０
a２－x２dx＝∫

π
２

０
a２cos２tdt

＝
a２

２∫
π
２

０
(１＋cos２t)dt

＝
a２

２∫
π
２

０
dt＋

１
２∫

π
２

０
cos２td(２t)é

ë
êê

ù

û
úú

令u＝２t,则当t＝０时,u＝０,当t＝
π
２

时,u＝π,

上式＝
a２

２
π
２－０

æ

è
ç

ö

ø
÷＋
１
２sinu

π

０

é

ë
êê

ù

û
úú

＝
πa２

４ ．

　　 说明 　(１)公式(６Ｇ４Ｇ１)从左到右用,相当于不定积分的第二换元法,从右向左

用,就相当于不定积分的第一换元法．
(２)和不定积分的换元法比较,在运用定积分的换元积分公式时,必须在变换积分

变量的同时,把积分上、下限变成新积分变量的上、下限．如果只运用了换元思想,并

没有把换元的过程写出来,则不必变换积分限．如例１也可以这样计算:
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∫
２

０

x
１＋x２dx＝

１
２∫

２

０

１
１＋x２d(１＋x２)

＝
１
２ln

(１＋x２)
２

１

＝
１
２

(ln５－ln１)

＝
１
２ln５．

　 证明偶函数和奇函数在对称区间上的积分有如下性质:

(１)若f(x)是偶函数,则∫
a

－a
f(x)dx＝２∫

a

０
f(x)dx;

(２)若f(x)是奇函数,则∫
a

－a
f(x)dx＝０．

证明 　∫
a

－a
f(x)dx＝∫

０

－a
f(x)dx＋∫

a

０
f(x)dx,

(１)当f(x)是偶函数时,f(－x)＝f(x),于是

∫
０

－a
f(x)dx＝∫

０

a
f(－t)d(－t)

＝－∫
０

a
f(t)dt

＝∫
a

０
f(t)dt

＝∫
a

０
f(x)dx,

所以

∫
a

－a
f(x)dx＝２∫

a

０
f(x)dx．

(２)当f(x)是奇函数时,f(－x)＝－f(x),于是

∫
０

－a
f(x)dx＝∫

０

a
f(－t)d(－t)

＝∫
０

a
f(t)dt

＝－∫
a

０
f(t)dt

＝－∫
a

０
f(x)dx,

所以

∫
a

－a
f(x)dx＝０．

　　 说明 　 本例的结果可以作为公式使用．上述结论的几何意义是非常明显的,如图

６Ｇ４Ｇ１所示．

—４５１—

高等数学



图６Ｇ４Ｇ１

　 计算∫
π

－π
x４sinxdx．

解 　 因为函数f(x)＝x４sinx 是奇函数,所以∫
π

－π
x４sinxdx＝０．

二、 分部积分法

根据不定积分的分部积分法,可得

∫
b

a
u(x)v′(x)dx＝ [∫u(x)v′(x)dx]

b

a

＝ [u(x)v(x)－∫v(x)u′(x)dx]
b

a

＝[u(x)v(x)]ba －∫
b

a
v(x)u′(x)dx．

简记为

∫
b

a
uv′dx＝[uv]ba －∫

b

a
vu′dx．

或

∫
b

a
udv＝[uv]ba －∫

b

a
vdu．

　　 说明 　 在选择u(x)时,同样遵循“对、反、幂、三、指”的顺序．

　 计算定积分∫
e

１
lnxdx．

解 　 设u＝lnx,v＝x,则du＝
１
xdx

,所以

∫
e

１
lnxdx＝x􀅰lnx e

１－∫
e

１
x􀅰１xdx

＝(e􀅰lne－１􀅰ln１)－(e－１)

＝１．

　 计算定积分∫
１

－１
xarctanxdx．

解 　 设u(x)＝arctanx,v′(x)＝x,则du＝
１

１＋x２dx,v(x)＝
x２

２
,

又xarctanx 是偶函数,则

—５５１—
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∫
１

－１
xarctanxdx＝２∫

１

０
xarctanxdx

＝２
１
２x

２arctanx
１

０
－∫

１

０

１
２x

２􀅰 １
１＋x２dx

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
π
４－∫

１

０

x２

１＋x２dx

＝
π
４－∫

１

０

(１＋x２)－１
１＋x２ dx

＝
π
４－∫

１

０
dx＋∫

１

０

１
１＋x２dx

＝
π
４－１＋arctanx １

０

＝
π
２－１．

习题６Ｇ４

１􀆰计算下列定积分:

(１)∫
π

０
xsinx２dx; (２)∫

１

０

x
１＋ x

dx;

(３)∫
ln３

０

dx
１＋ex

; (４)∫
２

２

dx
x２－１

．

２􀆰利用奇函数和偶函数的积分性质求下列定积分:

(１)∫
e

－e

３
xln(１＋x２)dx; (２)∫

１

－１
１－x２dx;

(３)∫
π
２

－
π
２

４sin２xdx; (４)∫
π

－π
x２sinxdx．

３􀆰计算下列定积分:

(１)∫
e

１
xlnxdx; (２)∫

π

－π
xsinx

２dx
;

(３)∫
１

０
exdx; (４)∫

π
３

π
４

x
sin２x

dx．

定积分的应用

第五节 　 定积分的应用

一、 定积分的元素法

在引入定积分概念时,通过分割、近似、求和、取极限的方法,得出曲边梯形的面

积．我们先回顾一下这个过程．

—６５１—
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如图６Ｇ５Ｇ１所示,设函数y＝f(x)(f(x)≥０)在[a,b]上连续,求以曲线y＝
f(x)为曲边,底为[a,b]的曲边梯形的面积．把这个面积A 表示为定积分

A＝∫
b

a
f(x)dx．

的具体步骤如下:

图６Ｇ５Ｇ１

(１)用任意一组分点把区间[a,b]分成长

度为Δxi(i＝１,２,􀆺,n)的n个小区间,相

应地把曲边梯形分成n个窄曲边梯形,第i个窄

曲边梯的面积设为ΔAi,于是有

A＝∑
n

i＝１
ΔAi．

(２)计算ΔAi 的近似值

ΔAi ≈f(ξi)􀅰Δxi(xi－１ ≤ξi ≤xi)．
(３)求和,得A 的近似值

A ≈∑
n

i＝１
f(ξi)Δxi．

(４)求极限,记λ＝max{Δx１,Δx２,􀆺,Δxn},得

A＝lim
λ→０∑

n

i＝１
f(ξi)Δxi＝∫

b

a
f(x)dx．

在上述过程中我们注意到,所求量(即面积A)与区间[a,b]有关􀆰如果把区间[a,

b]分成许多部分区间,那么所求量相应地分成许多部分量(即ΔAi),而所求量等于所有部

分量之和 即A＝∑
n

i＝１
ΔAi( ) ,这一性质称为所求量对于区间[a,b]具有可加性．

另外,以f(ξi)Δxi 近似代替部分量ΔAi 时,要求它们只相差一个比Δxi 高阶的无穷

小,以使和式的极限∑
n

i＝１
f(ξi)Δxi 是A 的精确值,从而A 可以表示为定积分

A＝∫
b

a
f(x)dx．

通过选取一个小的曲边梯形为代表来研究,从分析小部分来入手,最后解决整体,其

实这种分析方法已成为用定积分在解决某些几何或物理中的一种常用方法,称为定积分的
    

元素法
   ．在引出A 的积分表达式时,发现对ΔAi 的近似表达是关键,ΔAi 的近似值是

f(ξi)Δxi,比较一下这个形式与积分式中的被积式f(x)dx,发现如果省略下标i,则有

ΔA ≈f(ξ)Δx,因此ΔA 表示任一小区间[x,x＋dx]上的窄曲边梯形的面积,取[x,x

图６Ｇ５Ｇ２

＋dx]的左端点x为ξ,以点x处的函数值f(x)为高、dx为底的

矩形的面积f(x)dx 为ΔA 的近似值(图６Ｇ５Ｇ２),即

ΔA ≈f(x)dx,
上式右端f(x)dx 称为面积元素

    
,记为

dA＝f(x)dx,
于是

—７５１—
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A ≈∑f(x)dx,

因此

A＝lim∑f(x)dx＝∫
b

a
f(x)dx．

如果把问题一般化,某一实际问题中的所求量U 符合下列条件:
(１)U 是与一个变量x 的变化区间[a,b]有关的量;
(２)U 对于区间[a,b]具有可加性,就是说,如果把区间[a,b]分成许多部分区间,

则U 相应地分成许多部分量,而U 等于所有部分量之和;
(３)部分量ΔUi 的近似值可表示为f(ξi)Δxi;
那么就可考虑用定积分来表示这个量U􀆰通常写出这个量U 的积分表达式的步骤是:

１)根据问题的具体情况,选取一个变量例如x 为积分变量,并确定它的变化区间

[a,b]．
２)设想把区间[a,b]分成n个小区间,取其中任一小区间并记作[x,x＋dx],求出

相应于这个小区间的部分量ΔU 的近似值．如果ΔU 能近似地表示为[a,b]上的一个连续

函数在x 处的值f(x)与dx 的乘积,于是把f(x)dx 称为量U 的元素且记作dU,即

dU＝f(x)dx
３)以所求量U 的元素f(x)dx 为被积表达式,在区间[a,b]上作定积分,得

U＝∫
b

a
f(x)dx

这就是所求量U 的积分表达式．
上述方法叫作元素法

   
,运用这种方法可以讨论几何及物理中的一些问题．

二、 平面图形的面积

下面我们根据直角坐标系下的曲线方程来建立平面图形面积公式．
在第五章中我们已经知道,由曲线y＝f(x)(f(x)≥０)及直线x＝a,x＝b(a＜

b)与x 轴所围成的曲边梯形的面积A 是定积分

A＝∫
b

a
f(x)dx,

图６Ｇ５Ｇ３

其中被积表达式f(x)dx 就是直角坐标下的面积元素,它表

示高为f(x)、底为dx 的一个矩形面积．
应用定积分, 还可以计算一些比较复杂的平面图形

(图６Ｇ５Ｇ３)的 面积,两条连续曲线y＝f(x)与y＝g(x)及
直线x＝a,x＝b所围成的平面图形的面积．

由于面积A 是非均匀连续分布在区间上且对区间[a,b]
具有可加性的量,所以面积A 可以用定积分来计算．

根据元素法,取[a,b]上的标准子区间[x,x＋dx],
在其上小曲边梯形ABCD 的高可近似看成不变的,它的面积ΔA 可以用高为AD,宽为dx

—８５１—
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的小矩形的面积近似代替,即

ΔA＝|f(x)－g(x)|dx
于是所求图形的面积

A＝∫
b

a
dA＝∫

b

a
|f(x)－g(x)|dx．

特别地,如果g(x)＝０,由连续函数y＝f(x)、x轴及两直线x＝a,x＝b所围成的

平面图形的面积为

A＝∫
b

a
|f(x)|dx．

　 求由抛物线y＝x２ 与y２＝x 所围成的平面图形(图６Ｇ５Ｇ４)的面积A．

解 　这两条抛物线所围成的图形如图６Ｇ５Ｇ４所示􀆰为了具体定出图形的所在范围,先

求出这两条抛物线的交点．因此,解方程组

图６Ｇ５Ｇ４

y＝x２,

y２＝x,{
求得交点(０,０)与(１,１),从而知道这图形在直线

x＝０与x＝１之间．
取横坐标x 为积分变量,它的变化区间为[０,

１],相应于[０,１]上的任一小区间[x,x＋dx]的窄

条的面积近似于高为 x －x２,底为dx 的窄矩形的

面积,从而得到面积元素

dA＝(x －x２)dx．

以(x －x２)dx 为被积表达式,在闭区间[０,

１]上作定积分,便得所求面积为

A＝∫
１

０
(x －x２)dx＝

２
３x

３
２ －

x３

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

１

０
＝
２
３－

１
３＝

１
３．

　求由抛物线y２＝２x与直线y＝x－４所围成的平面图形(图６Ｇ５Ｇ５)的面积．

解 　 为了定出这个图形所在的范围,先求出所给抛物线和直线的交点．解方程组

y２＝２x,

y＝x－４,{
求得交点A(２,－２)和B(８,４)．

此时,取y 为积分变量比较方便,相应的积分区间为[－２,４],于是

S＝∫
４

－２
(y＋４)－

１
２y

２é

ë
êê

ù

û
úúdy＝

１
２y

２＋４y－
１
６y

３æ

è
ç

ö

ø
÷

４

－２
＝１８．

—９５１—

第六章　畅游微积世界　品味数学神奇———定积分



如果选用x 作为积分变量,则可以转化为两部分求解,如图６Ｇ５Ｇ６所示

A＝∫
２

０
[２x －(－ ２x)]dx＋∫

４

２
[２x －(x－４)]dx．

图６Ｇ５Ｇ５

　　　　
图６Ｇ５Ｇ６

三、 旋转体的体积

一个平面图形绕这个平面内一条定直线旋转一周而形成的几何体称为旋转体．应用定

积分的元素法不但可以计算平面图形的面积,也可求解旋转体的体积．
如图６Ｇ５Ｇ７所示,旋转体是由连续曲线y＝f(x)与直线x＝a,x＝b以及x轴所围成

的曲边梯形绕x 轴旋转一周而形成的．

图６Ｇ５Ｇ７

选取x为积分变量,积分区间为[a,b],相应于[a,b]上的任一小区间[x,x＋dx]
的窄曲边梯形绕x 轴旋转而成的薄片的体积近似于以f(x)为底面半径、dx 为高的圆柱体

的体积(即体积的微元)dV＝π[f(x)]２dx,所以该旋转体的体积为

V＝∫
b

a
π[f(x)]２dx．

类似地,由连续曲线x＝φ(y)与直线y＝c,y＝d(c＜d)以及y轴所围成的曲边梯形

绕y 轴旋转一周形成的旋转体的体积为

V＝∫
d

c
π[φ(y)]２dy．

—０６１—
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　 求椭圆x２

a２＋
y２

b２ ＝１绕x 轴旋转所得旋转椭球体的体积．

图６Ｇ５Ｇ８

解 　 由椭圆方程x２

a２＋
y２

b２ ＝１解得

y２＝b２ １－
x２

a２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,－a≤x≤a

这个旋转体可以看成由上半个椭圆y＝b １－
x２

a２ 及x 轴

围成的图形绕x 轴旋转一周形成的．见图６Ｇ５Ｇ８．
设x为积分变量,积分区间为[－a,a],于是该旋转椭球

体的体积为

V＝π∫
a

－a
b２ １－

x２

a２
æ

è
ç

ö

ø
÷dx＝２πb２∫

a

０
(１－

x２

a２
)dx＝２πb２ x－

x３

３a２
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

０
＝
４
３πab

２．

特别地,当a＝b时,就得到半径为a 的球的体积为V＝
４
３πa

３．

又如果把该椭圆绕y 轴旋转,则所得的旋转体的体积为

V＝π∫
b

－b
x２dy＝π∫

b

－b
a２(１－

y２

b２
)dy＝

４
３πa

２b．

　 求高为h,底面半径为r的圆锥体的体积V．

解　把圆锥体可以看成直线段y＝
r
hx(０≤x≤h)与直线x＝h、x轴所围成的图形绕

x 轴旋转一周所形成的旋转体．于是有

V＝π∫
h

０
[f(x)]２dx＝π∫

h

０

r
hxæ

è
ç

ö

ø
÷

２

dx＝π
r２

h２∫
h

０
x２dx＝

１
３πr

２h．

四、 平面曲线的弧长

如果函数f(x)有连续导数(曲线上每一点处都具有切线,且切线随切点的移动而连续

转动),这样的曲线称为光滑曲线􀆰光滑曲线是可以求长的．

图６Ｇ５Ｇ９

如图６Ｇ５Ｇ９,设曲线y＝f(x)是光滑的,则对应于小区

间[x,x＋dx]的一小段弧长Δs,可以用该曲线在点(x,

f(x))处的切线上相应的一小段线段的长来近似代替,这小

段直线段的长度为

(dx)２＋(dy)２ ＝ (dx)２＋(y′dx)２ ＝ １＋(y′)２dx,
从而得到弧长微元的表达式

Δs≈ds＝ １＋(y′)２dx．
所以弧长为

—１６１—
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s＝∫
b

a
１＋(y′)２dx．

　 求曲线y＝
２
３x

３
２ 上相应于x 从a 到b的一段弧的长度．

解 　y′＝x
１
２,从而弧长元素

ds＝ １＋(x
１
２)２dx＝ １＋xdx．

因此,所求的弧长为

s＝∫
b

a
１＋xdx＝

２
３
(１＋x)

３
２

b

a
＝
２
３
[(１＋b)

３
２ －(１＋a)

３
２]．

习题６Ｇ５

１􀆰求椭圆x２

a２＋
y２

b２ ＝１的面积．

２􀆰求曲线y＝ x 与直线y＝x 所围图形的面积．
３􀆰求直线y＝x,y＝２x 与y＝２所围三角形的面积．

４􀆰抛物线y＝
１
２x

２ 将圆x２＋y２ ≤８分割成两部分,分别求这两部分的面积．

５􀆰求双曲线xy＝１与直线y＝x、y＝２所围部分的面积．
６􀆰将下列曲线绕x 轴旋转,求所围成的旋转体的体积:

(１)y＝cosx,０≤x≤
π
２
;

(２)y＝２x
２
３,０≤x≤８;

(３)x＋y＝４,０≤x≤４．
７􀆰求下列曲线的弧长:

(１)y＝x
３
２,０≤x≤８;

(２)半径为R 的圆的周长．

—２６１—
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总 习 题 六

一、单选题

１􀆰下列积分中,值为零的是(　　)．

A􀆰∫
１

－１
x２dx　　　　B􀆰∫

１

－１
x４dx　　　　C􀆰∫

１

－１
dx　　　　D􀆰∫

１

－１
x２sinxdx

２􀆰设f(x)为R 上的连续函数,则下列各式正确的是(　　)．

A􀆰 ddx∫
b

a
f(x)dx＝f(x) B􀆰 ddx∫f(x)dx＝f(x)dx

C􀆰 ddx∫
a

x
f(t)dt＝f(x) D􀆰 ddx∫

x

a
f(t)dt＝f(x)

３􀆰定积分∫
b

a
f(x)dx 由以下哪项决定? (　　)．

A􀆰积分变量与积分区间 B􀆰被积函数与积分区间

C􀆰积分变量与被积函数 D􀆰以上各项都不对

４􀆰 ddx
[∫

b

a
f(x)dx]＝(　　)．

A􀆰f(x) B􀆰f(x)＋C C􀆰０ D􀆰f′(x)

５􀆰下列式子正确的是(　　)．

—３６１—
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A􀆰∫
２

１
(lnx)２dx＞∫

２

１
lnxdx B􀆰∫

２

１
(lnx)２dx＝∫

２

１
lnxdx

C􀆰∫
２

１
(lnx)２dx＜∫

２

１
lnxdx D􀆰以上都不正确

６􀆰 ddx∫
sinx

０
１－t２dt＝(　　)．

A􀆰cosx B􀆰|cosx| C􀆰－cos２x D􀆰|cosx|􀅰cosx

７􀆰设M＝∫
π
２

－
π
２

x
１＋x２dx,N＝∫

π
２

－
π
２

(sin３x＋cos２x)dx,P＝∫
π
２

－
π
２

(xsin２x－cos３x)dx,

则有(　　)．
A􀆰N ＜P ＜M B􀆰N ＜M ＜P
C􀆰N ＞P ＞M D􀆰N ＞M ＞P

８􀆰设f(０)＝１,f(１)＝３,f′(１)＝３,则∫
１

０
xf″(x)dx＝(　　)．

A􀆰１ B􀆰２ C􀆰３ D􀆰４
９􀆰设f(x)在[a,b]上连续,则曲线y＝f(x)与直线x＝a,x＝b,y＝０所围成的平

面图形的面积为(　　)．

A􀆰∫
b

a
f(x)dx B􀆰∫

b

a
f(x)dx

C􀆰∫
b

a
|f(x)|dx D􀆰f′(ξ)(b－a),a＜ξ＜b

１０􀆰设F(x)是连续函数f(x)的一个原函数,则必有(　　)．
A􀆰F(x)是偶函数 ⇔f(x)是奇函数

B􀆰F(x)是奇函数 ⇔f(x)是偶函数

C􀆰F(x)是周期函数 ⇔f(x)是周期函数

D􀆰F(x)是单调函数 ⇔f(x)是单调函数

二、填空题

１􀆰设∫
１

０
(３x２＋k)dx＝３,则k＝ ．

２􀆰(２０２１年)设ln(１＋x２)是函数f(x)的一个原函数,则∫
１

０
f′(x)dx＝ ．

３􀆰设f(x)为R上的连续函数,则∫
４

３
f(x)dx＋∫

１

４
f(t)dt＋∫

３

１
f(u)du＝ ．

４􀆰利用定积分的几何意义计算∫
a

－a
a２－x２dx＝ ．

５􀆰 设 f(x)在 [a,b]上 连 续,F(x)是 f(x)的 一 个 原 函 数, 则∫
b

a
f(x)dx

＝ ．

６􀆰设f(x)＝∫
４

x２
t２＋１dt,则f′(１)＝ ．

７􀆰若f(x)＝
１,０≤x ≤１
２,１＜x ≤２{ ,则∫

２

０
f(x)dx＝ ．
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８􀆰设f(x)为R上的连续函数,则∫
a

０
f(x)dx－∫

a

０
f(a－x)dx＝ ．

９􀆰椭圆x２

２５＋
y２

１６＝１的面积为 ．

１０􀆰曲线y＝x３及y＝０,x＝２所围平面图形绕x 轴旋转的旋转体体积V＝ ．
三、计算题

１􀆰∫
３

０
|１－x|dx; ２􀆰∫

e

１

ln３x
x dx;

３􀆰∫
π
２

０
x２sinxdx; ４􀆰(２０２１年)∫

２

１

x－１
x dx．

四、解答题

１􀆰求由抛物线y＝x２ 和直线y＝x 及y＝２x 所围成的图形的面积．
２􀆰平面图形由y＝sinx(０≤x≤π)和x 轴围成,试求该图形分别绕x 轴、y轴旋转

所得旋转体的体积．

３􀆰已知sinx
x

是f(x)的一个原函数,求∫
π

π
２

xf′(x)dx．

４􀆰(２０２０年)设平面图形D 由曲线y＝ex 与其在点(０,１)处的法线及直线x＝１所围

成．试求:(１)平面图形D 的面积;(２)平面图形D 绕x 轴旋转一周所形成的旋转体的

体积．

５􀆰设f(x)＝
１

１＋x２＋x３∫
１

０
f(x)dx,求∫

１

０
f(x)dx．
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第 七 章

再攀课程高峰　绘制工匠蓝图———多元函数的微积分

多元函数的微积分可以帮助我们求解多元方程组、优化问题、曲面积分等复杂的数学

问题．通过多元函数的微积分,我们可以深入理解空间中的曲线、曲面和体积的变化规

律,从而更好地理解自然界和科学中的现象．
“横看成岭侧成峰,远近高低各不同􀆰不识庐山真面目,只缘身在此山中．”人生总会

跌宕起伏,在低谷不气馁,在高峰不张扬．学会用运动的观点看待问题．
多元函数的微积分是一元函数微积分的推广,有的结论可以直接推广而得,有的结论

变得完全不同．学会用类比的方法研究问题．

在数学的天地里,重要的不是我们知道什么,而是我们怎么知道什么．
———毕达哥拉斯

在实际应用中,所出现的函数的自变量往往不只一个,从变量关系的角度来看,就是

依赖于多个变量的函数,叫作多元函数．多元函数的微积分与一元函数的微积分有诸多相

似的地方,但也有一些区别．本章主要通过类比的方法研究多元函数的微积分及其应用,
重点讨论二元函数的微积分问题．

下面先简单介绍空间解析几何中的一些基本概念．

第一节 　 空间直角坐标系

引例１　 北斗卫星导航系统(beidounavigationsatellitesystem,BDS)是我国自行研

制的全球卫星导航系统．可在全球范围内全天候、全天时为各类用户提供高精度、高可靠

定位、导航、授时服务,并且具备短报文通信能力,已经初步具备区域导航、定位和授时

能力,定位精度为分米、厘米级别．那么北斗导航是如何确定飞机的具体位置的?
显然,不能用平面直角坐标系来确定飞机的具体位置．因为飞机除了有水平位置的变

化,还有垂直高度的变化．要解决这个问题,必须用到“空间直角坐标系”．
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一、 空间直角坐标系

在空间取定一点O,过点O 作三条两两垂直的数轴,它们都以O 为原点且具有相同的

单位长度,这三条轴依次记为x 轴、y 轴和z轴,统称为坐标轴,称O 为坐标原点,通常

把x 轴和y 轴配置在水平面上,而z 轴在铅垂方向上,且这三条数轴的正向满足右手法
   

则
 
,即以右手握住z轴,当右手的四个手指从正向x轴以９０°的角度转向正向y轴时,拇指

的指向就是z轴的正向,如图７Ｇ１Ｇ１．

图７Ｇ１Ｇ１

　　　　
图７Ｇ１Ｇ２

　　　　
图７Ｇ１Ｇ３

每两条坐标轴确定一个平面,分别记为xOy 面、yOz 面和zOx 面,它们统称为坐标

面．三个坐标面把空间分成八个部分,每一部分称为一个卦限．其中,在xOy 面上方且

yOz面前方、zOx 面右方的那个卦限为第 Ⅰ 卦限,面xOy 上方的其他三个卦限按逆时针

方向依次记为第Ⅱ、Ⅲ、Ⅳ卦限,它们分别对应下半空间的第Ⅴ、Ⅵ、Ⅶ和Ⅷ卦限,如

图７Ｇ１Ｇ２．
空间坐标系的建立,使得空间的任意一个点 M 与有序实数对(x０,y０,z０)之间建立

了一一对应的关系,如图７Ｇ１Ｇ３．有了空间直角坐标系,就能定位飞机的具体位置．
空间两点间的距离

已知空间两点M１(x１,y１,z１),M２(x２,y２,z２),则此两点间的距离为

|M１M２|＝ (x２－x１)２＋(y２－y１)２＋(z２－z１)２．
特别地,空间任一点M(x,y,z)与坐标原点O(０,０,０)的距离为

|OM|＝ x２＋y２＋z２．

　 在z轴上求与M１(１,－１,１),M２(２,１,－１)两点等距离的点M 的坐标．

解 　 由于所求的点M 在z轴上,所以设该点坐标为(０,０,z),依题意有

|MM１|＝|MM２|,
即

(０－１)２＋(０＋１)２＋(z－１)２ ＝ (０－２)２＋(０－１)２＋(z＋１)２．
整理得

z＝－
３
４
,
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第七章　再攀课程高峰　绘制工匠蓝图———多元函数的微积分



所以,所求的点M 的坐标为 ０,０,－
３
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

二次曲面简介

１􀆰曲面方程的概念

在日常生活中,经常会看到各种曲面,如汽车反光镜的镜面、球面、锥面等􀆰在平面

解析几何中把平面曲线看作是动点的轨迹,类似地,在空间解析几何中曲面也可以看作是

动点的轨迹．
如果曲面S 与三元方程

F(x,y,z)＝０ (７Ｇ１Ｇ１)
满足条件:
(１)曲面S 上任意一点的坐标都满足方程(７Ｇ１Ｇ１);
(２)不在曲面S 上的点的坐标都不满足方程(７Ｇ１Ｇ１)
那么,方程(７Ｇ１Ｇ１)称为曲面S 的方程,而曲面S 称为方程(７Ｇ１Ｇ１)的图形,如图

７Ｇ１Ｇ４所示．

　求与点M０(x０,y０,z０)的距离恒为常数R(R＞０)的动点M 的轨迹方程．

解 　 设M 的坐标为(x,y,z),根据题意有

|MM０|＝R,
所以有

(x－x０)２＋(y－y０)２＋(z－z０)２ ＝R,
即

(x－x０)２＋(y－y０)２＋(z－z０)２＝R２． (７Ｇ１Ｇ２)
式(７Ｇ１Ｇ２)称为球面方程,点M０ 称为球心,R 称为球半径􀆰图形如图７Ｇ１Ｇ５所示．
特别地,球心在原点时,球面的方程为

x２＋y２＋z２＝R２．

图７Ｇ１Ｇ４

　　　　
图７Ｇ１Ｇ５

　 方程x２＋y２＋z２－４x＋２y＝０表示怎样的曲面?

解 　 对原方程配方,得

(x－２)２＋(y＋１)２＋z２＝５．

—８６１—
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所以,原方程表示球心在点(２,－１,０),半径为 ５的球面方程．如图７Ｇ１Ｇ６所示．

图７Ｇ１Ｇ６

　设有点M１(１,－１,１)和M２(２,１,－１),求与点M１、M２ 等距的动点

M 的轨迹方程．
解 　 设动点为M(x,y,z),由题意有

|MM１|＝|MM２|．
根据两点间的距离公式,有

(x－１)２＋(y＋１)２＋(z－１)２ ＝ (x－２)２＋(y－１)２＋(z＋１)２．
化简得

２x＋４y－４z－３＝０．
此方程是一个含有三个未知数的三元一次方程,是一个垂直且平分线段 M１M２ 的平

面,如图７Ｇ１Ｇ７所示．
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一般地,含有三个未知数的三元一次方程Ax＋By＋Cz＋D＝０(A、B、C 不同时为

零)表示空间的一个平面．

２􀆰旋转曲面

以一条平面曲线绕其平面上的一条定直线旋转一周所成的曲面叫作旋转曲面,旋转曲

线和定直线依次叫作旋转曲面的母线和轴．
设在平面yOz上有一已知曲线C,它的方程为

f(y,z)＝０,

图７Ｇ１Ｇ８

把这条曲线绕z轴旋转一周,就得到一个以z 轴为旋转轴

的旋转曲面(如图７Ｇ１Ｇ８)􀆰它的方程可以如下求得:
设M１(０,y１,z１)为曲线C 上的任意一点,则有

f(y１,z１)＝０． (７Ｇ１Ｇ３)
当曲线C 绕z轴旋转时,点M１ 绕z轴转到另一点M(x,

y,z),这时z＝z１ 保持不变,且点M 到z轴的距离

d＝ x２＋y２ ＝|y１|．

将z１＝z,y１＝± x２＋y２ 代入(７Ｇ１Ｇ３)式,就有

f(± x２＋y２,z)＝０． (７Ｇ１Ｇ４)
这就是所求旋转曲面的方程．

由此可知,在曲线C 的方程f(y,z)＝０中将y改成± x２＋y２,便得到曲线C 绕z
轴旋转所成的旋转曲面的方程．同理,曲线C 绕y 轴旋转所成的旋转曲面的方程为

f(y,± x２＋z２)＝０． (７Ｇ１Ｇ５)

例如,将xOy平面上的椭圆x２

５２＋
y２

３２＝１,如图７Ｇ１Ｇ９,分别绕x轴和y轴旋转一周,

所生成的旋转曲面的方程分别为x２

５２ ＋
y２＋z２

３２ ＝１和x２＋z２

５２ ＋
y２

３２ ＝１,对应的图形如图

７Ｇ１Ｇ１０和图７Ｇ１Ｇ１１所示．

图７Ｇ１Ｇ９

—０７１—
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图７Ｇ１Ｇ１０

　　
图７Ｇ１Ｇ１１

３􀆰柱面

一动直线L 沿定曲线C平行移动形成的轨迹叫作柱面,定曲线C叫作柱面的准线,动

直线L 叫作柱面的母线．
我们通常遇到的是母线平行于坐标轴的柱面,如图７Ｇ１Ｇ１２和图７Ｇ１Ｇ１３所示,分别表

示圆柱面和抛物柱面．方程x２＋y２＝R２在空间直角坐标系中表示母线l平行于z轴,准线

是xOy面上的圆x２＋y２＝R２的圆柱面．方程y２＝２x表示母线平行于z轴,准线是xOy面

上的抛物线y２＝２x 的抛物柱面．
在xOy面内,x２＋y２＝R２ 表示一个圆,但在空间直角坐标系中,它却表示上述的圆

柱面．事实上,设M(x,y,z)是圆柱面上任意一点,过点 M 作z 轴的平行线交C 于点

M０(x,y,０),如图７Ｇ１Ｇ１４所示,因为点M０ 在C 上,所以有

x２＋y２＝R２．

图７Ｇ１Ｇ１２

　　　
图７Ｇ１Ｇ１３

　　　
图７Ｇ１Ｇ１４

又由于上述方程不含z,所以点M 的坐标也满足此方程,这就是说,圆柱面上的任意

一点M 的坐标满足方程x２＋y２＝R２􀆰反之,不在圆柱面上的点的坐标一定不满足方程
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x２＋y２＝R２􀆰根据曲面的定义,x２＋y２＝R２ 表示一个母线平行于z轴的圆柱面．

４􀆰二次曲面

与平面解析几何中的二次曲线类似,三元二次方程F(x,y,z)＝０所表示的曲面称

为二次曲面,而平面称为一次曲面．
一般来说,二次曲面的图形难以用描点法得到,常用坐标平面或平行于坐标平面的平

面与所讨论的二次曲面相截,然后考察其截痕的图形来想象该曲面的空间形状．
下面举几个常用的二次曲面的标准方程及其几何图形．

(１)椭圆锥面x２

a２＋
y２

b２ ＝z２

用平面z＝t去截此曲面,当t＝０时得到一点(０,０,０);当t≠０时,得到平面上的

椭圆

图７Ｇ１Ｇ１５

x２

(at)２＋
y２

(bt)２＝１．

当t变化时,上式表示一族长短轴之比不变的椭圆,当 t 从大

到小变为０时,这族椭圆从大到小并缩为一点,由此得到椭圆锥面

的形状如图７Ｇ１Ｇ１５所示．

(２)椭球面x２

a２＋
y２

b２ ＋
z２

c２ ＝１

用平面z＝t去截此曲面,曲面方程变为

x２

a２＋
y２

b２ ＝
c２－t２

c２
．

记s２＝
c２－t２

c２
,则上式转化为

x２

(as)２＋
y２

(bs)２＝１．

图７Ｇ１Ｇ１６

当t＝±c 时,s＝０,它表示两个点(０,０,c),
(０,０,－c)􀆰当 t 从c开始慢慢变小到０时,s则从０
慢慢变大到１,从而得到一族长短轴之比不变的椭圆􀆰
类似地,用平面x＝t和平面y＝t去截曲面时,也得到

一族长短轴之比不变的椭圆,由此得到椭球面的形状

如图７Ｇ１Ｇ１６所示．

(３)单叶双曲面x２

a２＋
y２

b２ －
z２

c２ ＝１

用平面z＝t去截此曲面,当t＝０时得到平面xOy

上的一个椭圆x２

a２＋
y２

b２ ＝１,当t≠０时,得到方程

x２

a２＋
y２

b２ ＝
c２＋t２

c２
．

记s２＝
c２＋t２

c２
(s＞０),则上式转化为
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x２

(as)２＋
y２

(bs)２＝１．

图７Ｇ１Ｇ１７

当 t 慢慢变大时,s也慢慢变大,也得到一族长短轴之

比不变的椭圆,只是长短轴的长不断增大． 形状如图７Ｇ１Ｇ１７
所示．

(４)双叶双曲面x２

a２－
y２

b２ －
z２

c２ ＝１

把xOz面上的双曲线x２

a２－
z２

c２＝１绕x 轴旋转,得到x２

a２－

y２＋z２

c２ ＝１旋转双叶双曲面,把此旋转曲面沿y轴方向伸缩b
c

倍(即曲面上的每一点的x 坐标和z 坐标不变,y 坐标变为原

来的b
c

倍),即得单叶双曲面．如图７Ｇ１Ｇ１８所示．

(５)椭圆抛物面x２

a２＋
y２

b２ ＝z

用平面z＝t去截此曲面,当t＝０时得到一点(０,０,０);当t＞０时,得到平面上的椭圆

x２

(at)
２＋

y２

(bt)
２＝１．

类似上面的分析,其形状如图７Ｇ１Ｇ１９所示．

图７Ｇ１Ｇ１８

　　
图７Ｇ１Ｇ１９

∗(６)双曲抛物面x２

a２－
y２

b２ ＝z

双曲抛物面又称马鞍面,我们用截痕法来讨论其形状．
用平面x＝t去截此曲面,所得截痕l为平面x＝t上的抛物线

－
y２

b２ ＝z－
t２

a２．

此抛物线开口向下,顶点坐标为

x＝t,y＝０,z＝
t２

a２．

当t变化时,l的形状不变,位置只作平移,而l的顶点的轨迹L为y＝０平面上的抛物

线
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z＝
x２

a２．

图７Ｇ１Ｇ２０

因此,以l为母线,L 为准线,母线l的顶点在准线L
上滑动,且母线作平行移动,这样得到的曲面便是双曲抛

物面．其形状如图７Ｇ１Ｇ２０所示．

习题７Ｇ１

１􀆰在空间直角坐标系中,指出下列各点所在的卦限或

位置的特殊性．
A(２,１,２);B(－２,１,３);C(１, －１, －３);

D(１,０,０);E(０,１,１)

２􀆰已知点A(２,１,２);B(t,１,３),若A,B 两点的距离为５,求t的值．
３􀆰把球面方程x２＋y２＋z２－２x－４y＋４z－７＝０化为标准方程,并指出球心坐标和球

的半径．
４􀆰指出下列方程在平面解析几何中和空间解析几何中分别表示什么图形．
(１)x＝３; 　　　　　　　　　　　　　 (２)y＝x－１;
(３)x２＋y２＝９; (４)x２－y２＝１．
５􀆰说明下列旋转曲面是怎样形成的．

(１)x
２

９ ＋
y２

４＋
z２

４＝１; (２)x２－
y２

９＋z２＝１;

(３)x２－y２－z２＝１; (４)x２＋y２－z２＝１．

６􀆰将xOy坐标平面上的双曲线x２

９－
y２

４＝１分别绕x轴及y轴旋转一周,求生成的旋转

曲面的方程．

第二节 　 二元函数的极限和连续性

函数是变量相依关系的数学模型,是研究客观世界变化规律的一个最重要的数学工

具．在工程、经济学等领域都有广泛的应用．本节基于一元函数的极限和连续性基础之

上,研究二元函数的极限及其连续性．

１􀆰二元函数

在很多自然现象以及实际问题中,经常会遇到多个变量之间的依赖关系,例如:
引例１　 圆柱的体积V 和它的底半径r、高h 之间具有的关系式

V＝πr２h　(r＞０,h＞０)．
其中体积V 是它的底半径r、高h 两个变量的函数．
引例２　 设R 是电阻R１ 和R２ 并联后的总电阻,由电学知识可知,它们之间具有关
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系式

R＝
R１R２

R１＋R２
　(R１ ＞０,R２ ＞０)．

引例３　 一定量的理想气体的压强p、体积V 和绝对温度T 之间具有关系式

p＝
RT
V 　(R 为常数)．

上面三个例子虽然具体意义不同,但是它们有共同的性质,抽取这些共性可以得出二

元函数的定义．
下面先引入平面区域和邻域的概念．
定义１ 　 平面区域

由xOy 面上的一条或几条曲线所围成的一部分平面或整个平面,称为平面区域,简

称区域􀆰围成区域的曲线称为区域的边界;边界上的点称为边界点;包含边界的区域称为

闭区域,不包含边界的区域称为开区域．
如果区域内任意两点之间的距离不超过某一个常数M(M ＞０),那么称这个区域是有

界的,否则是无界的区域􀆰例如

D＝{(x,y)|－∞＜x＜＋∞,－∞＜y＜＋∞}表示整个xOy平面,是无界区域;

D＝{(x,y)|１≤x２＋y２ ≤９}是有界闭区域(图７Ｇ２Ｇ１);

D＝{(x,y)|x２＋y２ ＜１}是有界开区域(图７Ｇ２Ｇ２)．

图７Ｇ２Ｇ１ 图７Ｇ２Ｇ２

定义２ 　 邻域

平面上与点P０(x０,y０)距离小于δ(δ＞０)的点P(x,y)的全体所构成的集合称为点

P０ 的δ邻域,记作U(P０,δ),即U(P０,δ)＝{P||P０P|＜δ},也就是

U(P０,δ)＝{(x,y)| (x－x０)２＋(y－y０)２ ＜δ}．
从图形上看,U(P０,δ)指以P０(x０,y０)为中心,δ为半径的圆内部的点P(x,y)的

全体．
定义３ 　 二元函数

设有变量x,y 和z,D 是平面上的一个区域􀆰如果对于每一个点P(x,y)∈D,变

量z按照一定的法则总有确定的值与之对应,则称z是变量x,y 的二元函数,记为
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z＝f(x,y)．
区域D 称为该函数的定义域,x,y 称为自变量,z称为因变量．
数集{z|z＝f(x,y),(x,y)∈D}称为该函数的值域．
类似可以定义三元函数u＝f(x,y,z)及三元以上的函数．我们常把二元及二元以上

的函数称为多元函数．
二元函数的定义域通常是平面上的一个区域􀆰一般地,函数z＝f(x,y)的定义域是

使函数f(x,y)有意义的点的集合,但如果是实际问题,则应该根据其实际意义来决定

其取值范围．

图７Ｇ２Ｇ３

例如,函数z＝ln(x＋y)的定义域为{(x,y)|x＋y＞
０},这是一个无界开区域􀆰又如,函数z＝arcsin(x２＋y２)的
定义域为{(x,y)|x２＋y２ ≤１},这是一个有界闭区域．

设函数z＝f(x,y)的定义域为D􀆰对于任意取定的点

P(x,y)∈D,对应的函数值为z＝f(x,y)􀆰这样,以x
为横坐标,y 为纵坐标和z＝f(x,y)为竖坐标在空间就确

定一点M(x,y,z),当(x,y)取遍D 上的一切点时,得

到一个空间点集

{(x,y,z)|z＝f(x,y),(x,y)∈D}．
这个点集称为二元函数z＝f(x,y)的图形(图７Ｇ２Ｇ３)．

通常我们称二元函数的图形为一张曲面．
例如,线性函数z＝ax＋by＋c的图形是一张平面．由方程x２＋y２＋z２＝９确定的函数

的图形是球心在原点,半径为３的球面,它的定义域是圆形闭区域D ＝{(x,y)|x２＋
y２ ≤９}．

对D 的内部任意一点(x,y)处,有两个函数值z＝± ９－x２－y２ 与之对应．因此,
它是一个多值函数,有两个分支:图形分别是上、下半个球面．本书没有特别声明,一般

只研究单值多元函数．

二、 二元函数的极限与连续

与一元函数的极限概念类似,可以定义二元函数的极限．
定义４ 　 设函数z＝f(x,y)在点P０ 的某一邻域内有定义(点P０ 可以排除在外),

P(x,y)是该邻域内异于P０ 的任何一点．如果当点P 以任何方式趋近于点P０ 时,函数

f(x,y)的值无限接近于一个确定的常数A,那么就说A 是函数f(x,y)当(x,y)→
(x０,y０)时的极限,记作

lim
(x,y)→(x０,y０)

f(x,y)＝A 或lim
P→P０

f(x,y)＝A．

为了区别于一元函数的极限,我们把二元函数的极限叫作二重极限．必须注意的是,
二重极限存在,是指P(x,y)以任何方式趋于P０(x０,y０)时,f(x,y)都无限接近于

A􀆰因此,如果P(x,y)以某一特殊方式,例如沿着一条定直线或定曲线趋于P０(x０,
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y０)时,即使f(x,y)无限接近于某一确定值,我们还不能断定函数的极限存在􀆰但是,

如果当P(x,y)沿不同的方式趋于P０(x０,y０)时,f(x,y)趋于不同的值,那么就可以

断定这个函数的极限不存在􀆰下面举例加以说明．
例如函数

f(x,y)＝
xy

x２＋y２
, x２＋y２ ≠０,

０, x２＋y２＝０􀆰

ì

î

í

ïï

ïï

显然,当点P 沿x 轴趋于(０,０)时,

lim
(x,y)→(０,０)

y＝０

f(x,y)＝lim
x→０

f(x,０)＝lim
x→０
０＝０．

又当点P 沿y 轴趋于(０,０)时,

lim
(x,y)→(０,０)

x＝０

f(x,y)＝lim
y→０

f(０,y)＝lim
y→０
０＝０．

虽然点P 以以上两种特殊方式趋于原点时函数的极限存在且相等,但是 lim
(x,y)→(０,０)

f(x,

y)并不存在􀆰这是因为当点P 沿着直线y＝x 趋于(０,０)时,有

lim
(x,y)→(０,０)

y＝x

f(x,y)＝lim
x→０

x２

x２＋x２＝
１
２．

当然,也可以换个方式来解释:如果点P 沿直线y＝kx 趋于(０,０)时,有

lim
(x,y)→(０,０)

y＝kx

f(x,y)＝ lim
(x,y)→(０,０)

y＝kx

xy
x２＋y２＝

k
１＋k２

．

它随k的值的不同而改变,从而 lim
(x,y)→(０,０)

f(x,y)不存在．

关于二元函数的极限运算,有与一元函数类似的运算法则􀆰利用二元函数的极限概

念,可以定义二元函数的连续性．
定义５ 　 如果当(x,y)→(x０,y０)时,函数f(x,y)的极限存在,且等于它在该

点处的函数值f(x０,y０),即

lim
(x,y)→(x０,y０)

f(x,y)＝f(x０,y０),

则称函数f(x,y)在点(x０,y０)处连续,点(x０,y０)也称为函数f(x,y)的连续

点．否则,点(x０,y０)称为函数f(x,y)的间断点．
如果函数f(x,y)在开区域(或闭区域)D 内的每一点都连续,那么就称函数f(x,

y)在D 内连续,或者称f(x,y)是D 内的连续函数．
与一元初等函数类似,多元初等函数是指可用一个式子表示的多元函数,这个式子是

由常数及具有不同自变量的多元基本初等函数经过有限次的四则运算和复合运算而得到

的．例如sin(x＋y),xy－x＋３y,
x＋x２－y２

２＋y２ 等都是二元初等函数．

一切二元初等函数在其定义域内是连续的．根据多元函数的连续性,如果要求函数在

点P０ 处的极限,而该点又在此函数的定义域内,那么极限值就是函数在该点的函数
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值,即

lim
P→P０

f(P)＝f(P０)．

　 求 lim
(x,y)→(１,２)

(xy－２x＋y)．

解 　因为函数f(x,y)＝xy－２x＋y是二元初等函数,其定义域为xOy平面,从而

知道f(x,y)在定义域内连续,所以有

lim
(x,y)→(１,２)

(xy－２x＋y)＝１×２－２×１＋２＝２．

　 求 lim
(x,y)→(１,２)

xy
x＋y

．

解 　因为f(x,y)＝
xy

x＋y
是二元初等函数,其定义域为D＝{(x,y)|x＋y≠０},

点(１,２)在定义域内,所以f(x,y)在(１,２)点处连续,因此

lim
(x,y)→(１,２)

xy
x＋y＝f(１,２)＝

１×２
１＋２＝

２
３．

二元连续函数在有界闭区域上具有如下性质:
性质１(最值定理)　 在有界闭区域D 上连续的二元函数,必有最大值和最小值．
性质２(介值定理)　 在有界闭区域D 上连续的二元函数,必取得介于最大值和最小值

之间的任何值．
性质３(零点定理)　 在有界闭区域D 上连续的二元函数,它可以取到两个不同的函数

值,其中一个大于零,一个小于零,则至少存在一点(ξ,η)∈D,使得f(ξ,η)＝０．

习题７Ｇ２

１􀆰求下列函数的定义域．

(１)z＝ln(y２－３x＋１); (２)z＝
１

x＋y
＋

１
x－y

;

(３)z＝ １－
x２

a２－
y２

b２
(a＞b＞０); (４)z＝ y－ x ．

２􀆰求下列各极限．

(１) lim
(x,y)→(０,１)

２－xy
x２＋y２

; (２) lim
(x,y)→(０,０)

３－ xy＋９
xy

;

(３) lim
(x,y)→(１,０)

ln(x＋ey)

x２＋y２
; (４) lim

(x,y)→(１,０)

tan(xy)
y

．

∗３􀆰证明 lim
(x,y)→(０,０)

x＋y
x－y

不存在．
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第三节 　 偏 　 导 　 数

一、 偏导数的定义

在实际生活和科学实验中,经常要研究二元函数相对于某一个自变量的变化率,如由

大气压在某个方向的变化率预报某地的风向与风力,生产函数的边际函数,等等􀆰在研究

一元函数时,我们从研究函数的变化率引入导数的概念􀆰对于二元函数,由于自变量个数

的增多,因变量与自变量的关系要比一元函数复杂得多,那么怎样研究它的变化率呢? 如

果把二元函数z＝f(x,y)中的一个自变量y固定(即看作常量),只有自变量x变化,这

时它就是x 的一元函数,这个函数对x 的导数,就称为二元函数z＝f(x,y)对x 的偏

导数．
定义１ 　 设函数z＝f(x,y)在点(x０,y０)的某一邻域内有定义,当y固定在y０,

而x 在x０ 处有增量Δx 时,相应的函数有增量

f(x０＋Δx,y０)－f(x０,y０),
如果

lim
Δx→０

f(x０＋Δx,y０)－f(x０,y０)
Δx

(７Ｇ３Ｇ１)

存在,那么称此极限为函数z＝f(x,y)在(x０,y０)处对x 的偏导数,记作

Əz
Əx x＝x０

y＝y０

,Əf
Əx x＝x０

y＝y０

,zx
x＝x０
y＝y０

或fx(x０,y０)．

类似地,如果

lim
Δy→０

f(x０,y０＋Δy)－f(x０,y０)
Δy

(７Ｇ３Ｇ２)

存在,则称此极限为函数z＝f(x,y)在(x０,y０)处对y 的偏导数,记作

Əz
Əy x＝x０

y＝y０

,Əf
Əy x＝x０

y＝y０

,zy x＝x０
y＝y０

或fy(x０,y０)．

如果函数z＝f(x,y)在平面区域D 内每一点(x,y)处对x 的偏导数都存在,那么

这个偏导数就是x,y 的函数,它称为函数z＝f(x,y)对自变量x 的偏导函数,记作

Əz
Əx
,Əf
Əx
,zx 或fx(x,y)．

类似地,可以定义函数z＝f(x,y)对自变量y 的偏导函数,记作

Əz
Əy
,Əf
Əy
,zy 或fy(x,y)．

由偏导函数的定义可知,f(x,y)在点(x０,y０)处对x的偏导数fx(x０,y０)等于偏

导函数fx(x,y)在点(x０,y０)处的函数值,即
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fx(x０,y０)＝fx(x,y)x＝x０
y＝y０

．

fy(x０,y０)等于偏导函数fy(x,y)在点(x０,y０)处的函数值．
就如一元函数的导数一样,以后在不至于混淆的情况下也把偏导函数简称为偏导数．

　 求函数f(x,y)＝x２＋xy＋y２ 在点(１,２)处的偏导数．

解 　 把y 看作常量,得

Əz
Əx＝２x＋y;

把x 看作常量,得

Əz
Əy＝x＋２y．

将(１,２)代入上面的结果,就得

Əz
Əx x＝１

y＝２

＝２×１＋２＝４,
Əz
Əy x＝１

y＝２

＝１＋２×２＝５．

　 求z＝x２cos２y 的偏导数．

解 　 把y 看作常量,得

Əz
Əx＝２xcos２y;

把x 看作常量,得

Əz
Əy＝－２x２sin２y．

　 设z＝xy(x＞０,x≠１),求证:

x
y

Əz
Əx＋

１
lnx

Əz
Əy＝２z．

解 　 因为Əz
Əx＝yxy－１,Əz

Əy＝xylnx,所以

x
y

Əz
Əx＋

１
lnx

Əz
Əy＝

x
y
􀅰yxy－１＋

１
lnx

􀅰xylnx＝xy ＋xy ＝２z．

　 已知理想气体的状态方程为pV＝RT(R 为常数),求Əp
ƏV
􀅰ƏV
ƏT
􀅰ƏT
Əp

．

解 　 由已知可得p＝
RT
V
,所以Əp

ƏV＝－
RT
V２
;

由已知可得V＝
RT
p
,所以ƏV

ƏT ＝
R
p
;

由已知可得T＝
pV
R
,所以ƏT

Əp ＝
V
R
;

所以

Əp
ƏV
􀅰ƏV
ƏT
􀅰ƏT
Əp ＝－

RT
V２􀅰

R
p
􀅰V
R ＝－１
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对于一元函数,dy
dx

可看作函数的微分dy与自变量的微分dx之商．由例４可以看出,

偏导数的记号是一个整体记号,不能看作分子与分母之商．
二元函数z＝f(x,y)在点(x０,y０)处的偏导数具有下述几何意义．

图７Ｇ３Ｇ１

设 M０(x０,y０,f(x０,y０))是 曲 面 z ＝
f(x,y)上的一点,过点M０ 作平面y＝y０,截

此曲面得一曲线,此曲线在平面y＝y０上的方程

为z＝f(x,y０),则导数fx(x０,y０)就是这曲

线在点 M０ 处的切线 M０Tx 对x 轴的斜率(图

７Ｇ３Ｇ１),同理,偏导数fy(x０,y０)的几何意义

是曲面被平面x＝x０所截得的曲线在M０处的切

线M０Ty 对y 轴的斜率．
对于一元函数而言,如果函数在某点处可

导,那么它在该点处必连续􀆰但对于二元函数却

不一定,即在某点(x０,y０)处,两个偏导数都

存在仍不能保证函数在该点处连续􀆰例如

f(x,y)＝
xy

x２＋y２
, x２＋y２ ≠０,

０, x２＋y２＝０􀆰

ì

î

í

ïï

ïï

在点(０,０)处的偏导数分别为

fx(０,０)＝lim
Δx→０

f(０＋Δx,０)－f(０,０)
Δx ＝lim

Δx→０
０＝０,

fy(０,０)＝lim
Δy→０

f(０,０＋Δy)－f(０,０)
Δy ＝lim

Δy→０
０＝０．

它们都存在,但由第二节已经知道它在点(０,０)处不连续．

二、 二阶偏导数

设函数z＝f(x,y)在区域D 内具有偏导数Əz
Əx＝fx(x,y),

Əz
Əy＝fy(x,y),一般来

说,在区域D 内,它们仍是x,y 的函数,比如例２中,Əz
Əx＝２xcos２y,

Əz
Əy＝－２x２sin

２y,这两个函数的偏导数也存在,那么称它们的偏导数是函数z＝f(x,y)的二阶偏

导数．
二元函数依照对自变量求导的次序不同有下列四个二阶偏导数:

Ə
Əx

Əz
Əx
æ

è
ç

ö

ø
÷＝

Ə２z
Əx２＝fxx(x,y),

Ə
Əy

Əz
Əx
æ

è
ç

ö

ø
÷＝

Ə２z
ƏxƏy＝fxy(x,y),

Ə
Əx

Əz
Əy
æ

è
ç

ö

ø
÷＝

Ə２z
ƏyƏx＝fyx(x,y),

Ə
Əy

Əz
Əy
æ

è
ç

ö

ø
÷＝

Ə２z
Əy２ ＝fyy(x,y)􀆰
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其中,fxy(x,y)和fyx(x,y)称为混合偏导数．
进而例２的四个二阶偏导数分别为

Ə
Əx

Əz
Əx
æ

è
ç

ö

ø
÷＝２cos２y,

Ə
Əy

Əz
Əx
æ

è
ç

ö

ø
÷＝－４xsin２y,

Ə
Əx

Əz
Əy
æ

è
ç

ö

ø
÷＝－４xsin２y,

Ə
Əy

Əz
Əy
æ

è
ç

ö

ø
÷＝－４x２cos２y􀆰

　 设z＝x４＋y４－４xy,求其四个二阶偏导数．

解 　Əz
Əx＝４x３－４y,

Əz
Əy＝４y３－４x,

Ə
Əx

Əz
Əx
æ

è
ç

ö

ø
÷＝１２x２,Ə

Əy
Əz
Əx
æ

è
ç

ö

ø
÷＝－４,

Ə
Əx

Əz
Əy
æ

è
ç

ö

ø
÷＝－４,

Ə
Əy

Əz
Əy
æ

è
ç

ö

ø
÷＝１２y２．

上面的例题中,二阶混合偏导数都是相等的,那么,是不是所有的二阶混合偏导数都

相等呢?
定理　如果函数z＝f(x,y)的两个二阶混合偏导数在区域D 内连续,那么在该区域

内这两个二阶混合偏导数必相等．
换句话说,就是二阶混合偏导数在连续的情况下与求导的次序无关􀆰这个定理的证明

从略．

习题７Ｇ３

１􀆰求下列函数的偏导数．

(１)z＝x２y－y２x; 　　　　　　　　 (２)z＝arctan
y
x
;

(３)z＝sin２(xy)＋cos(xy); (４)z＝(１＋xy)y．
２􀆰设f(x,y)＝x２y２－２x,求fx(２,３),fy(０,０)．
３􀆰求下列函数的四个二阶偏导数．
(１)z＝x３＋y３－２xy; (２)z＝yx．

４􀆰验证函数z＝ln x２＋y２ 满足方程

Ə２z
Əx２＋

Ə２z
Əy２ ＝０．

第四节 　 全 　 微 　 分

偏导数是函数在只有一个自变量变化时的瞬时变化率,但在实际问题中,常常要知道

函数的全面变化情况,即当自变量x,y 分别有微小改变量Δx,Δy 时,相应的函数改变

量Δz与它们有怎样的依赖关系．全微分就是解决这类问题的有力工具．
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一、 全微分的定义

与一元函数的增量定义类似,引入二元函数全增量的概念．
设函数z＝f(x,y)在点P(x,y)的某个邻域内有定义,并设P′(x＋Δx,y＋

Δy)为该邻域内的任意一点,则这两点的函数值之差f(x＋Δx,y＋Δy)－f(x,y),称

为函数在点P 对应于自变量增量Δx 和Δy 的全增量,记为Δz,即

Δz＝f(x＋Δx,y＋Δy)－f(x,y)．
一般来说,计算全增量Δz比较复杂􀆰与一元函数的情形类似,我们希望用自变量的

增量Δx 和Δy 的线性函数来近似代替函数的全增量．
引例 　 铁板热胀冷缩问题

图７Ｇ４Ｇ１

设一块矩形铁板的边长分别为x,y,其面积S＝xy 是

一个二元函数, 当铁板受热膨胀时, 两条边长分别增长

Δx,Δy(图７Ｇ４Ｇ１),则其面积产生的全增量

ΔS＝(x＋Δx)(y＋Δy)－xy＝yΔx＋xΔy＋ΔxΔy．
上式右边包含两部分, 一部分是yΔx ＋xΔy, 它是

Δx,Δy 的线性函数;另一部分是ΔxΔy,当Δx →０,Δy

→０时,即当ρ＝ (Δx)２＋(Δy)２ →０时,ΔxΔy是比ρ高

阶的无穷小量􀆰因此,如果略去ΔxΔy,用yΔx＋xΔy 近似表示ΔS,那么误差ΔS－
(yΔx＋xΔy)是一个比ρ高阶的无穷小量􀆰线性函数yΔx＋xΔy称为函数s＝xy在点(x,

y)的全微分．
下面我们给出二元函数的全微分定义．
定义 　 设函数z＝f(x,y)在点(x,y)的某邻域内有定义,如果函数在点(x,

y)的全增量

Δz＝f(x＋Δx,y＋Δy)－f(x,y)
可表示为

Δz＝AΔx＋BΔy＋o(ρ),

其中A 和B 不依赖于Δx和Δy,而只和x,y有关,ρ＝ (Δx)２＋(Δy)２,那么称函

数z＝f(x,y)在点(x,y)可微分,AΔx＋BΔy称为函数z＝f(x,y)在点(x,y)的全

微分,记为dz,即

dz＝AΔx＋BΔy．
如果函数在区域D 内各点都可微分,那么称这个函数在D 内可微分．
在第三节中曾指出,二元函数在某点的偏导数存在,并不能保证函数在该点连续􀆰但

是,由上述定义可知,如果函数z＝f(x,y)在点(x,y)可微分,那么这个函数在该点

必连续．
事实上,因为

lim
ρ→０
Δz＝０,
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所以

lim
Δx→０

Δy→０

f(x＋Δx,y＋Δy)＝lim
ρ→０
[f(x,y)＋Δz]＝f(x,y)．

因此,函数z＝f(x,y)在点(x,y)处连续．
在一元函数中,可微和可导是等价的,那么对于二元函数,可微与偏导数之间又有什

么样的关系呢?

定理１　 若函数z＝f(x,y)在点(x,y)处可微,则Əz
Əx
,Əz
Əy

都存在,且

dz＝
Əz
ƏxΔx＋

Əz
Əy
Δy．

证明 　 因为函数z＝f(x,y)在点(x,y)处可微,所以

Δz＝f(x＋Δx,y＋Δy)－f(x,y)＝AΔx＋BΔy＋o(ρ),
令Δy＝０,则有

f(x＋Δx,y)－f(x,y)＝AΔx＋o(ρ)＝AΔx＋o(Δx)．
再令Δx→０,得

lim
Δx→０

f(x＋Δx,y)－f(x,y)
Δx ＝A．

即偏导数Əz
Əx

存在,且A＝
Əz
Əx．

同法可证Əz
Əy

存在,且B＝
Əz
Əy
,从而

dz＝AΔx＋BΔy＝
Əz
ƏxΔx＋

Əz
Əy
Δy．

定理１表明,两个偏导数存在只是二元函数可微的必要条件,不是充分条件􀆰那么,
必须满足什么条件,才能保证二元函数可微呢?

定理２　 如果函数z＝f(x,y)的偏导数Əz
Əx
,Əz
Əy

在点(x,y)处连续,那么函数在该

点可微分．
(证明从略)
如果记dx＝Δx,dy＝Δy,那么函数z＝f(x,y)在点(x,y)处的全微分又可以表

述为

dz＝
Əz
Əxdx＋

Əz
Əy
dy．

　 计算函数z＝xy＋y２ 的全微分．

解 　 因为Əz
Əx＝y,

Əz
Əy＝x＋２y,所以

dz＝ydx＋(x＋２y)dy．

　 计算在z＝x２y２ 点(２,－１)处的全微分．
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解 　 因为Əz
Əx＝２xy２,Əz

Əy＝２x２y;
Əz
Əx x＝２

y＝ －１

＝４,
Əz
Əy x＝２

y＝ －１

＝－８,所以

dz x＝２
y＝ －１＝４dx－８dy．

　 计算z＝exy 在x＝１,y＝１,Δx＝０􀆰１,Δy＝０􀆰１５时的全微分．

解 　 因为dz＝yexydx＋xexydy,所以

dz x＝１,Δx＝０􀆰１
y＝１,Δy＝０􀆰１５＝yexydx＋xexydy＝０􀆰２５e．

二、 全微分在近似计算中的应用

由二元函数全微分的定义以及定理２可知,当二元函数的两个偏导数连续,并且

|Δx|,|Δy|都较小时,就有近似计算公式

Δz≈dz＝fx(x,y)Δx＋fy(x,y)Δy．
上式也可以写成

f(x＋Δx,y＋Δy)≈f(x,y)＋fx(x,y)Δx＋fy(x,y)Δy􀆰 (７Ｇ４Ｇ１)

　有一个圆柱体受压后发生变形,它的半径由２０cm增大到２０􀆰０１cm,高度

由１００cm减少到９９cm(图７Ｇ４Ｇ２),求此圆柱体体积变化的近似值．

图７Ｇ４Ｇ２

解 　 设圆柱体的半径、高和体积分别为r,h 和

V,则有

V＝πr２h．
记r,h 和V 的增量分别为Δr,Δh 和ΔV,根据

公式(７Ｇ４Ｇ１),有

ΔV ≈dV＝VrΔr＋VhΔh＝２πrhΔr＋πr２Δh．
把r＝２０,h＝１００,Δr＝０􀆰０１,Δh＝－１代入上

式,得

ΔV ≈２π×２０×１００×０􀆰０１＋π×２０２×(－１)＝－３６０π(cm３)．
即此圆柱体在受压后体积大约减少了３６０πcm３．

　 计算 (１􀆰０１)２＋(１􀆰９８)３ 的近似值．

解 　 设f(x,y)＝ x２＋y３, 则f(１􀆰０１,１􀆰９８)＝ (１􀆰０１)２＋(１􀆰９８)３ 为所求

的值．
因为

fx(x,y)＝
x

x２＋y３
,fy(x,y)＝

３y２

２ x２＋y３
．

取x０＝１,y０＝２,Δx＝０􀆰０１,Δy＝－０􀆰０２,有

fx(１,２)＝
１
３
,fy(１,２)＝２,f(１,２)＝３．

所以
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f(１􀆰０１,１􀆰９８)≈f(１,２)＋fx(１,２)􀅰Δx＋fy(１,２)􀅰Δy

＝３＋
１
３×０􀆰０１＋２×(－０􀆰０２)≈２􀆰９６３．

即 (１􀆰０１)２＋(１􀆰９８)２ ≈２􀆰９６３．

习题７Ｇ４

１􀆰计算下列函数的全微分．

(１)z＝xy＋
y
x
; 　　　　　　　　 (２)z＝ x３＋y３;

(３)z＝sin(x＋y２); (４)z＝ln(x２＋y２)．
２􀆰求函数z＝ln(x２＋y２)当x＝２,y＝１时的全微分．

３􀆰求函数z＝
x
y

当x＝２,y＝１,Δx＝０􀆰２,Δy＝－０􀆰１时的全微分．

４􀆰计算(１􀆰０２)２􀆰０４ 的近似值．
５􀆰一块矩形铁板的长为８m,宽为６m,如果受热后长边增加５cm,短边增加

１０cm, 求这块铁板面积变化的近似值．

第五节 　 偏导数的应用

偏导数在自然科学、经济管理和工程技术等领域有着广泛的应用,比如最优化问题、
条件极值问题等,它们都涉及多元函数的偏导数求解．

一、 多元函数的极值及最大值与最小值

在实际问题中,往往会遇到求多元函数的最大值与最小值问题􀆰与一元函数类似,多

元函数的最大值、最小值与极大值、极小值有着密切联系．下面我们以二元函数为例,讨

论多元函数的极值问题．
定义１ 　 设函数z＝f(x,y)在点(x０,y０)的某个邻域内有定义,对于该邻域内任

何异于(x０,y０)的点,如果恒有不等式

f(x,y)＜f(x０,y０),

成立,则称函数f(x,y)在点(x０,y０)有极大值f(x０,y０);如果恒有不等式

f(x,y)＞f(x０,y０),

成立,则称函数f(x,y)在点(x０,y０)有极小值f(x０,y０)􀆰极大值和极小值统称为极

值．使得函数取得极值的点称为极值点．

　函数z＝４x２＋３y２在点(０,０)处有极小值．因为对于点(０,０)的任何一个

邻域内异于它的点,函数值都大于０,而在点(０,０)处的函数值为零．从几何上看,这是
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显然的．因为点(０,０,０)是开口向上的椭圆抛物面z ＝４x２ ＋３y２ 的顶点, 如图

７Ｇ５Ｇ１所示．

　 函数z＝－ x２＋y２ 在点(０,０)处有极大值．因为在点(０,０)处函数值

为零,而对于点(０,０)的任何一个邻域内异于它的点,函数值都小于０􀆰点(０,０,０)是位

于平面xOy 下方的锥面z＝－ x２＋y２ 的顶点．如图７Ｇ５Ｇ２．

图７Ｇ５Ｇ１

　　　
图７Ｇ５Ｇ２

　 函数z＝xy 在(０,０)处既取不到极大值也取不到极小值．因为在点(０,

０)处的函数值为零,而在点(０,０)的任何一个邻域内,总有使得函数值大于０的点,也有

使得函数值小于０的点．如图７Ｇ５Ｇ３．
二元函数的极值问题,一般可以用偏导数来解决􀆰下面两个定理就是关于这个问题的

结论．
定理１(极值存在的必要条件)　设函数z＝f(x,y)在点(x０,y０)具有偏导数,且在

点(x０,y０)处有极值,则有

fx(x０,y０)＝０,fy(x０,y０)＝０．
证明　不妨设函数z＝f(x,y)在点(x０,y０)处取得极大值．根据极大值的定义,在

点(x０,y０)的某邻域内异于它的点(x,y)都适合不等式

f(x,y)＜f(x０,y０)．
特殊地,在该邻域内取y＝y０ 而x≠x０ 的点,也满足不等式

f(x,y０)＜f(x０,y０)．
这表明一元函数f(x,y０)在x＝x０ 处取得极大值,因而必有

fx(x０,y０)＝０．
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图７Ｇ５Ｇ３

类似可证

fy(x０,y０)＝０．
与一元函数类似,能使fx(x０,y０)＝０,fy(x０,y０)＝０同时成立的点(x０,y０)称为

函数z＝f(x,y)的驻点．由定理１可知,具有偏导数的函数的极值点必定是驻点．但是函

数的驻点不一定是极值点．在例３中,(０,０)是函数z＝xy 的驻点,但不是极值点．
定理２(极值存在的充分条件)
设函数z＝f(x,y)在点(x０,y０)的某邻域内连续且具有一阶及二阶连续偏导数,又

fx(x０,y０)＝０,fy(x０,y０)＝０,令

fxx(x０,y０)＝A,fxy(x０,y０)＝B,fyy(x０,y０)＝C,
则f(x,y)在(x０,y０)处取得极值的条件如下:
(１)AC－B２ ＞０时具有极值,且当A ＜０时有极大值,当A ＞０时有极小值;
(２)AC－B２ ＜０时没有极值;
(３)AC－B２＝０时可能有极值,也可能没有极值,还需要另作讨论．
定理的证明从略．
由极限存在的充分条件和必要条件,可以得出求二元函数极值的步骤如下:
(１)求驻点,通过求解方程组fx(x,y)＝０,fy(x,y)＝０,得到所有驻点．
(２)对于每一个驻点(x０,y０),求出二阶偏导数的值A,B 和C．
(３)根据AC－B２ 的符号,按照函数极限存在的充分条件,判定f(x０,y０)是不是极

值;如果是,是极大值还是极小值．

　 一个长方体容器,相邻三条棱的长度之和为常数a(a＞０),求这个长方
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体容器容积的极值．
解 　 设这个长方体容器的三条棱分别为x,y,(a－x－y),则其体积可以表示为

V＝f(x,y)＝xy(a－x－y)．
有fx(x,y)＝y(a－２x－y),fy(x,y)＝x(a－x－２y)
解方程组

fx(x,y)＝０

fy(x,y)＝０{
得

x＝０
y＝０{ ,或

x＝０
y＝a{ ,或

x＝a
y＝０{ ,或

x＝
a
３

y＝
a
３

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

,

得到所有驻点(０,０),(０,a),(a,０),(a３
,a
３
)􀆰又

fxx(x,y)＝－２y,fxy(x,y)＝a－２x－２y,fyy(x,y)＝－２x．
(１)在(０,０)处,因为A＝０,B＝a,C＝０,AC－B２＜０,所以(０,０)不是极值点;
(２)在(０,a)处,因为A＝－２a,B＝－a,C＝０,AC－B２＝－a２＜０,所以(０,

a)不是极值点;
(３)在(a,０)处,因为A＝０,B＝－a,C＝－２a,AC－B２＝－a２＜０,所以(a,

０)不是极值点;

(４)在(a３
,a
３
)处,因为A＝－

２
３a
,B＝－

１
３a
,C＝－

２
３a
,AC－B２＝

１
３a

２＞０,所

以 a
３
,a
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是极值点,且f

a
３
,a
３

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

a
３
􀅰a
３
􀅰a－

a
３－

a
３

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

a３

２７􀆰
又A＜０,所以函数在

点 a
３
,a
３
,a
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ 处取得极大值a３

２７．

由于是实际问题,和一元函数类似,如果在区域D 内只有一个驻点,那么在该驻点处

的函数极值就是函数在区域D 内的最值．所以本例中,求得容积的极大值也是最大值．

图７Ｇ５Ｇ４

　有一宽为２４cm的长方

形铁板,把它两边折起来做成一个断

面为等腰梯形的水槽􀆰问怎样折法才

能使断面的面积最大?
解 　 设折起来的边长为xcm,倾

角为α(如图７Ｇ５Ｇ４),则梯形断面的下

底长为(２４－２x)cm,上底长为(２４－２x＋２xcosα)cm,高为xsinαcm,断面的面积

A＝
１
２
[(２４－２x)＋(２４－２x＋２xcosα)]􀅰xsinα,

即
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A＝２４xsinα－２x２sinα＋x２sinαcosα　 ０＜x＜１２,０＜α≤
π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

所以断面面积A 是x 和α的二元函数,要求这个函数的最大值,令

ƏA
Əx ＝２４sinα－４xsinα＋２xsinαcosα＝０

ƏA
Əα ＝２４xcosα－２x２cosα＋x２(cos２α－sin２α)＝０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

,

因为sinα≠０及x≠０,方程组可化为

１２－２x＋xcosα＝０
２４cosα－２xcosα＋x(cos２α－sin２α)＝０{ ,

解这个方程组,得α＝
π
３
,x＝８．

由于 是 实 际 问 题, 水 槽 断 面 的 面 积 A 最 大 值 一 定 存 在, 并 且 在 区 域 内 D ＝

(x,α)０＜x＜１２,０＜α≤
π
２{ } 取得．通过计算得知α＝

π
２

时的函数值比α＝
π
３
,x＝

８时的函数值小,又函数在D 内只有一个驻点．综上所述,当x＝８,α＝
π
３

时,能使水槽

断面的面积最大．

二、 条件极值 拉格朗日乘数法

在极值问题的讨论中,对函数的自变量除了限制在函数的定义域内,没有其他条件限

制的问题称为无条件极值,对函数的自变量再附加其他条件限制的极值问题称为条件

极值．
例５中,如果设长方体相邻三条棱长分别为x,y 和z,则问题就是在附加条件

x＋y＋z＝a　(a＞０,x＞０,y＞０,z＞０)
下,求函数V＝xyz的最大值问题􀆰由例４的解答过程,可以发现,有条件极值问题有时可

以转化为无条件极值问题．
拉格朗日乘数法 　要找函数z＝f(x,y)在附加条件下φ(x,y)＝０的可能极值点,

可以先作拉格朗日函数

L(x,y)＝f(x,y)＋λφ(x,y),
其中λ为参数．求其对x 与y 的一阶偏导数,并联立方程

fx(x,y)＋λφx(x,y)＝０

fy(x,y)＋λφy(x,y)＝０

φ(x,y)＝０

ì

î

í

ï
ï

ïï

,

由方程组解出x,y及λ,这样得到的就是函数f(x,y)在附加条件φ(x,y)＝０下的

可能极值点．
例６　 某工厂生产两种型号的精密器械,其月生产量分别为x 和y 台,总成本函数为

C(x,y)＝x２＋２y２－xy(单位:万元)．
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根据市场调查预测,某月共需要这种器械８台,问应该如何安排生产,才能使总成本

最小?
解 　 本例就是求在附加约束条件x＋y＝８下的最值问题􀆰构造拉格朗日函数

L(x,y)＝x２＋２y２－xy＋λ(x＋y－８)．
联立方程组

Lx(x,y)＝２x－y＋λ＝０
Ly(x,y)＝４y－x＋λ＝０
x＋y＝８

ì

î

í

ï
ï

ïï

,

消去参数λ解得

x＝５
y＝３{ ．

即生产两种型号的精密仪器的生产量分别为５台和３台才能使总成本最小．

习题７Ｇ５

１􀆰某厂要用铁板做成一个体积为２m３ 的有盖长方体水箱．问当长、宽和高各取怎样的

尺寸时,才能使用料最省?

２􀆰某公司每周生产x 件A 产品和y 件B 产品,其成本为

C(x,y)＝x２＋２y２＋２xy＋１０００．
每件产品售价分别为３００元和２００元􀆰假设两种产品均很畅销,试求使公司获得最大

利润的这两种产品的生产数量及相应的最大利润．
３􀆰在平面中,求抛物线y＝x２ 到直线x－y－１＝０的最短距离．
４􀆰将周长为l的矩形绕它的一边旋转而构成一个圆柱体,问矩形的边长各为多少时,

才能使圆柱体的体积最大?
∗５􀆰求表面积为a２ 而体积最大的长方体的体积．

第六节 　 二 重 积 分

在一元函数积分学中,我们知道,定积分是某种特殊形式的和的极限,定积分的被积

函数是一元函数,积分范围是区间􀆰如果把定积分的概念推广到定义在平面区域上的二元

函数的情形,便得到二重积分的概念．

一、 二重积分的概念

　 曲顶柱体的体积

设有一立体,它的底面是xOy 面上的有界闭区域D,它的侧面是以D 的边界曲线为

准线而母线平行于z轴的柱面,它的顶是曲面z＝f(x,y),这里f(x,y)≥０且在D 上
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第七章　再攀课程高峰　绘制工匠蓝图———多元函数的微积分



连续,这种立体叫曲顶柱体,如图７Ｇ６Ｇ１．

图７Ｇ６Ｇ１

　　　　
图７Ｇ６Ｇ２

下面讨论如何计算该曲顶柱体的体积．
当曲面z＝f(x,y)＝常量,即柱体的高不变时,此柱体为一平顶柱体,体积可以用

公式

V＝底面积×高

来计算;当高度f(x,y)是一个变量时,此柱体的体积不能直接用上式来计算．
下面仿照求曲边梯形面积的方法来求曲顶柱体的体积．
第一步:分割􀆰用一组曲线网格把区域D 任意分割成n 个小区域:Δσ１,Δσ２,􀆺,

Δσn,分别以这些小区域的边界曲线为准线,作母线平行于z 轴的柱面,这些柱面把原来

的曲顶柱体分成n 个小曲顶柱体．
第二步:近似􀆰当每个小区域的直径(有界闭区域内任意两点间距离的最大值)很小

时,对应的小曲顶柱体可以近似看成平顶柱体．如图７Ｇ６Ｇ２,此时可以任取点(ξi,ηi)∈
Δσi,将f(ξi,ηi)视为第i个小曲顶柱体的高,以Δσi 为其底面积,从而得到第i个小曲

顶柱体的体积的近似值,即

ΔVi ≈f(ξi,ηi)􀅰Δσi　(i＝１,２,􀆺,n)．
第三步:求和􀆰将所得的n 个小曲顶柱体的体积近似值相加,得到V 的近似值,即

V＝∑
n

i＝１
ΔVi ≈∑

n

i＝１
f(ξi,ηi)􀅰Δσi．

第四步:取极限．以λ表示n个小区域直径的最大值,易知当λ→０时,上述近似值就

趋向于该曲顶柱体的体积V,即

V＝lim
λ→０∑

n

i＝１
f(ξi,ηi)􀅰Δσi．

　 平面薄片的质量

设有一质量非均匀分布的平面薄片,占有xOy 面上的闭区域D􀆰它在点(x,y)处的

面密度为ρ(x,y),ρ(x,y)≥０且在D 上连续,现计算该平面薄片的质量M．
类似于上述求曲顶柱体体积的方法,采用如下四个步骤:
第一步:分割􀆰用一组曲线网格把区域D 任意分割成n 个小区域:Δσ１,Δσ２,􀆺,
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图７Ｇ６Ｇ３

Δσn,Δσi 表示第i个小区域的面积．
第二步:近似􀆰由于ρ(x,y)连续,当每个小区域Δσi 的直

径很小时,对应于每个小区域的小薄片的质量ΔMi 的近似值为

ρ(ξi,ηi)􀅰Δσi,其中(ξi,ηi)∈Δσi 为任意一点,即

ΔMi ≈ρ(ξi,ηi)􀅰Δσi　(i＝１,２,􀆺,n)．
第三步:求和􀆰将所得的n个小薄片质量的近似值相加,便

得到整个薄片质量的近似值,即

M ＝∑
n

i＝１
ΔMi ≈∑

n

i＝１
ρ(ξi,ηi)􀅰Δσi．

第四步:取极限．以λ表示n 个小区域直径的最大值,易知当λ→０时,上述近似值

就趋向于平面薄片的质量M,即

M ＝lim
λ→０∑

n

i＝１
ρ(ξi,ηi)􀅰Δσi．

由此可以看出,虽然上述两个问题的实际意义完全不同,但都可以归结为同一种形式

的极限问题,这种数学模型在物理、几何和工程技术等领域经常会遇到．若撇开这类极限

问题的实际背景,则可以抽取出二重积分的概念．
定义 　 设z＝f(x,y)是定义在有界闭区域D 上的有界函数,将区域D 任意分割

成n个小区域:Δσ１,Δσ２,􀆺,Δσn,且以Δσi 表示第i个小区域的面积,在每个小区域上

任取一点(ξi,ηi),作乘积ρ(ξi,ηi)􀅰Δσi(i＝１,２,􀆺,n),并作和式∑
n

i＝１
ρ(ξi,ηi)􀅰

Δσi,如果当各小区域的直径的最大值λ→０时,这和的极限总存在,且与闭区域D 的分法

及点(ξi,ηi)的取法无关,那么就称此极限为函数f(x,y)在闭区域D 上的二重积分．记

作∬
D

f(x,y)dσ,即

∬
D

f(x,y)dσ＝lim
λ→０∑

n

i＝１
ρ(ξi,ηi)􀅰Δσi．

其中,f(x,y)叫作被积函数,f(x,y)dσ 叫作被积表达式,dσ 叫作面积元素,x
与y 叫作积分变量,D 叫作积分区域．

可以证明,当f(x,y)在有界闭区域D 上连续时,上述和式的极限必存在􀆰后面的讨

论中总假定函数在闭区域上的二重积分存在．
由于在二重积分的定义中,对闭区域D 的划分是任意的,如果在直角坐标系中用一组

平行于坐标轴的直线网格来划分区域D,那么除了靠近边界的一些小区域之外,绝大多数

的小区域是矩形,而小矩形的面积Δσ＝Δx􀅰Δy,如图７Ｇ６Ｇ４所示．因此,在直角坐标系

中,面积微元dσ＝dxdy,从而把二重积分可以记作

∬
D

f(x,y)dxdy．

由二重积分的定义可知,前面描述的曲顶柱体的体积为V＝∬
D

f(x,y)dxdy,而平面
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图７Ｇ６Ｇ４

薄片的质量为M ＝∬
D
ρ(x,y)dxdy．

显然, 当 f(x,y)≥０时, 二重积分∬
D

f(x,

y)dxdy的几何意义表为:以积分区域D 为底,以被积

函数z＝f(x,y)为顶的曲顶柱体的体积;当f(x,

y)＜０时,∬
D

f(x,y)dxdy 的绝对值仍等于柱体的体

积．如果f(x,y)有正有负,那么二重积分等于xOy
面上方的柱体体积减去xOy 面下方的柱体体积．

二、 二重积分的性质

二重积分有与定积分相类似的性质．
性质１　 被积函数的常数因子可以提到积分号的外面,即

∬
D

kf(x,y)dσ＝k∬
D

f(x,y)dσ　(k为常数)．

性质２　 函数代数和的积分等于各个函数积分的代数和,即

∬
D

[f(x,y)±g(x,y)]dσ＝∬
D

f(x,y)dσ±∬
D

g(x,y)dσ．

性质３(区域可加性)　 若积分区域可以分成两个闭区域D１ 和D２,则有

∬
D

f(x,y)dσ＝∬
D１

f(x,y)dσ＋∬
D２

f(x,y)dσ．

性质４(积分不等式)　 若在闭区域上f(x,y)≤g(x,y),则

∬
D

f(x,y)dσ≤∬
D

g(x,y)dσ．

性质５(估值定理)　 设M 和m 分别是函数f(x,y)在有界闭区域D 上的最大值与最

小值,σ为区域D 的面积,则

mσ≤∬
D

f(x,y)dσ≤Mσ．

性质６(中值定理)　设函数f(x,y)在有界闭区域D 上连续,σ为区域D 的面积,则

在D 上至少存在一点(ξ,η),使得下式成立:

∬
D

f(x,y)dσ＝f(ξ,η)σ．

当f(x,y)≥０时,上述中值定理的几何意义是:二重积分所确定的曲顶柱体的体积

等于以积分区域D 为底,以f(ξ,η)为高的平顶柱体的体积．

　比较I１＝∬
D

ln(x＋y)dσ,I２＝∬
D

(x＋y)２dσ,I３＝∬
D

(x＋y)dσ的大小,其

中,D 是由直线x＝０,y＝０,x＋y＝
１
２

和x＋y＝１所围成的区域．

—４９１—
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解　根据题意,积分区域夹在两条直线x＋y＝
１
２

和x＋y＝１之间,所以对任意的点

(x,y)∈D,都有１
２≤x＋y≤１,所以有x＋y≥(x＋y)２＞０,而ln(x＋y)＜０,从

而根据性质４,得到I１ ≤I２ ≤I３．

　使用二重积分表示平面x
２＋

y
３＋

z
４＝１,x＝０,y＝０,z＝０所围成的曲顶

柱体的体积,并用不等式组表示曲顶柱体在坐标平面xOy 上的底．

图７Ｇ６Ｇ５

解　四个平面围成的曲顶柱体就是三棱锥C－OAB,它的底D

是 △OAB,顶的方程是x
２＋

y
３＋

z
４＝１,如图７Ｇ６Ｇ５所示,此曲顶

柱体的体积为

∬
D

(４－２x－
４
３y
)dxdy．

其中D 可以表示为

x
２＋

y
３ ≤１

x≥０
y≥０

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

,即
０≤x≤２

０≤y≤３－
３
２x

ì

î

í

ïï

ïï
．

事实上,由立体几何知识知道,该三棱锥的体积为

∬
D

(４－２x－
４
３y
)dxdy＝４．

三、 二重积分的计算

对于一般的函数和区域来说,用定义计算积分不是一种切实可行的方法,通常根据二

重积分的几何意义把二重积分转化为两次定积分来计算．

１􀆰直角坐标系下二重积分的计算

设积分区域D 可以用不等式组

a≤x≤b

φ１(x)≤y≤φ２(x){
来表示(图７Ｇ６Ｇ６),这种区域称为X 型区域,其中函数φ１(x),φ２(x)在区间[a,b]上连

续,且直线x＝x０(a≤x０ ≤b)与区域D 的边界最多交于两点．

图７Ｇ６Ｇ６ —５９１—
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图７Ｇ６Ｇ７

按照二重积分的几何意义,二重积分∬
D

f(x,y)dσ

的值等于以D 为底,以曲面z＝f(x,y)为顶的曲顶柱

体的体积．
如图７Ｇ６Ｇ７所示, 在区间[a,b]上任意取一点

x０,作平行于yOz面的平面．这平面截曲顶柱体所得的

截面是一个以区间[φ１(x０),φ２(x０)]为底、曲线z＝
f(x０,y)为曲边的曲边梯形,所以这截面的面积为

A(x０)＝∫
φ２
(x０)

φ１
(x０)

f(x０,y)dy．

一般地,过区间[a,b]上任一点x 且平行于yOz 面的平面截曲顶柱体所得截面的面

积为

A(x)＝∫
φ２
(x)

φ１
(x)
f(x,y)dy．

由微元法可知曲顶柱体体积为

V＝∫
b

a
A(x)dx＝∫

b

a
[∫

φ２
(x)

φ１
(x)
f(x,y)dy]dx．

这个体积就是所求二重积分的值,从而有等式

∬
D

f(x,y)dσ＝∫
b

a
[∫

φ２
(x)

φ１
(x)
f(x,y)dy]dx (７Ｇ６Ｇ１)

上式右端的积分称为先对y 后对x 的二次积分或累次积分,也记作

∬
D

f(x,y)dσ＝∫
b

a
dx∫

φ２
(x)

φ１
(x)
f(x,y)dy． (７Ｇ６Ｇ２)

这就是说,二重积分可化为两次定积分来计算,第一次积分时,把x 看作常数,把

f(x,y)只看作是y的函数,并对y计算从φ１(x)到φ２(x)的定积分,计算的结果通常是

x 的函数．第二次积分时,把第一次积分的结果再对x 计算在区间[a,b]上的定积分．
在上述的讨论中,我们假定f(x,y)≥０,但实际上,公式(７Ｇ６Ｇ１)的使用不受此条

件约束．
类似地,如果积分区域D 可以用不等式组

ψ１(y)≤x≤ψ２(y)

c≤y≤d{ ,

来表示(图７Ｇ６Ｇ８),这种区域称为Y 型区域,其中函数ψ１(y),ψ２(y)在区间[c,d]上连

续,且直线y＝y０(c≤y０ ≤d)与区域D 的边界最多交于两点．则有

∬
D

f(x,y)dσ＝∫
d

c
[∫

ψ２
(y)

ψ１(y)
f(x,y)dx]dy． (７Ｇ６Ｇ３)

上式右端的积分称为先对x 后对y 的二次积分或累次积分,也记作

∬
D

f(x,y)dσ＝∫
d

c
dy∫

ψ２
(y)

ψ１
(y)
f(x,y)dx． (７Ｇ６Ｇ４)

如果积分区域既不是X 型区域也不是Y型区域,那么总可以把D 分成几部分,使得每

—６９１—
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个部分为X 型区域或Y 型区域(如图７Ｇ６Ｇ９,把D 分成D１,D２,D３三部分),然后利用二

重积分对积分区域的可加性,计算每个小区域上的二重积分,再把所得的结果相加,即为

该函数在区域D 上的二重积分．

图７Ｇ６Ｇ８

　　　
图７Ｇ６Ｇ９

如果积分区域 D 既可以用不等式组
a≤x≤b

φ１(x)≤y≤φ２(x){ 表示, 也可用不等式组

ψ１(y)≤x≤ψ２(y)

c≤y≤d{ 表示,则由公式７Ｇ６Ｇ２和公式７Ｇ６Ｇ４可得

∫
b

a
dx∫

φ２
(x)

φ１
(x)
f(x,y)dy＝∫

d

c
dy∫

ψ２
(y)

ψ１
(y)
f(x,y)dx (７Ｇ６Ｇ５)

上式表明,这两个不同次序的二次积分相等􀆰也就是说,当被积函数f(x,y)在积分

区域D 上连续时,我们可以交换它在D 上的两个二次积分的次序􀆰注意在交换次序的同

时,积分上下限也要随之改变􀆰因此,在具体计算一个二重积分时,可以有选择地将其化

为其中一种次序的二次积分．
把二重积分化为二次积分计算时,关键是确定累次积分的次序和两次定积分的积分

限．积分限通常根据积分区域D 来确定􀆰先画出区域D 的图形,如果积分区域D 如图

７Ｇ６Ｇ１０所示,在区间[a,b]上任意取定一个x值作平行于y轴的直线,去穿越区域D,穿

入点的纵坐标φ１(x)与穿出点的纵坐标φ２(x)分别是对y积分的下限与上限;而a与b就

分别是对x 积分的下限与上限．这时积分区域D 表示为
a≤x≤b

φ１(x)≤y≤φ２(x){ ,这样将二

重积分化为先对y 后对x 的二次积分．

图７Ｇ６Ｇ１０

　　　
图７Ｇ６Ｇ１１

　　　
图７Ｇ６Ｇ１２

　计算∬
D

(x２＋y２)dxdy,其中D 是由x＝１,y＝０及y＝x２围成的闭区域．

—７９１—
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画出积分区域D 的图形,发现D 既是X 型区域也是Y 型区域．

解法１　 如图７Ｇ６Ｇ１１所示,区域D 可表示为
０≤y≤x２

０≤x≤１{ ,它是X 型区域．

于是,可将二重积分转化为先对y 后对x 的二次积分．

∬
D

(x２＋y２)dxdy＝∫
１

０
dx∫

x２

０
(x２＋y２)dy＝∫

１

０
[x２y＋

y３

３
]
x２

０
dx

＝∫
１

０
(x４＋

１
３x

６)dx＝
１
５x

５＋
１
２１x

７é

ë
êê

ù

û
úú

１

０
＝
２６
１０５．

解法２　 如图７Ｇ６Ｇ１２,区域D 可表示为 y ≤x≤１
０≤y≤１{ ,它是Y 型区域．

于是,可将二重积分转化为先对x 后对y 的二次积分．

∬
D

(x２＋y２)dxdy＝∫
１

０
dy∫

１

y
(x２＋y２)dx＝∫

１

０
[x

３

３ ＋xy２]
１

y
dy

＝∫
１

０
(１
３＋y２－

１
３y

３
２ －y

５
２)dy＝

２６
１０５．

本题中,用两种次序的二次积分难易度相当．

　计算∬
D

y １＋x２－y２dσ,其中D 是由x＝－１,y＝１及y＝x围成的闭区

域．
解 　画出积分区域D 的图形,发现D 既是X 型区域也是Y 型区域􀆰如果把它看成X

型区域,如图７Ｇ６Ｇ１３,用公式(７Ｇ６Ｇ１)则有

∬
D

y １＋x２－y２dσ＝∫
１

－１
dx∫

１

x
y １＋x２－y２dy

＝－
１
３∫

１

－１
[(１＋x２－y２)３２]１xdx

＝－
１
３∫

１

－１
(|x|３－１)dx＝－

２
３∫

１

０
(x３－１)dx＝

１
２．

图７Ｇ６Ｇ１３

　　　　　
图７Ｇ６Ｇ１４

如果把它看成Y 型区域,如图７Ｇ６Ｇ１４,用公式(７Ｇ６Ｇ３)则有

∬
D

y １＋x２－y２dσ＝∫
１

－１
dy∫

y

－１
y １＋x２－y２dx,

其中关于x 的积分比较麻烦􀆰由此可见,这里采用先对y 后对x 的二次积分比较方便．

—８９１—
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　 计算∬
D

xydσ,其中D 是由抛物线y２＝x及直线y＝x－２围成的闭区域．

解 　 画出积分区域D 的图形,如图７Ｇ６Ｇ１５所示,区域D 可表示为
－１≤y≤２
y２≤x≤y＋２{ ,它

是Y 型区域,所以

　　∬
D

xydσ＝∫
２

－１
dy∫

y＋２

y２
xydx＝∫

２

－１
[x
２

２y
]y＋２
y２dy

＝
１
２∫

２

－１
[y(y＋２)２－y５]dy＝

１
２
[y
４

４＋
４
３y

３＋２y２－
y６

６
]２－１＝

４５
８．

图７Ｇ６Ｇ１５

　　　　　
图７Ｇ６Ｇ１６

思考:如果把积分区域D 看成X 型区域,又该如何计算?

　有两个圆柱面,它们的方程分别为x２＋y２＝R２和x２＋z２＝R２,求它们围

成的立体的体积．
解 　 根据对称性,只要算出它在第一卦限部分(图７Ｇ６Ｇ１７)的体积V１,然后乘以８就

可得结果．

图７Ｇ６Ｇ１７

第一卦限部分可以看成是一个曲顶柱体,它的顶是柱面z＝ R２－x２,底为

D＝
０≤x≤R

０≤y≤ R２－x２{ ,

于是

—９９１—
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V１＝∫
R

０
dx∫

R２－x２

０
R２－x２dy＝∫

R

０
[R２－x２y]

R２－x２
０ dx

＝∫
R

０
(R２－x２)dx＝

２
３R

３．

从而所求立体的体积为

V＝８V１＝
１６
３R３．

２􀆰极坐标系下二重积分的计算

在有些情形下,如当积分区域D 的边界是圆、圆环或它们的一部分,且被积函数用极

坐标变量ρ,θ表达比较简单时,就要考虑用极坐标来计算二重积分．
２􀆰１　 极坐标系简介

图７Ｇ６Ｇ１８

在平面内任取一点 O, 作为极点, 向右水平方向引一条射线

Ox,叫作极轴􀆰在平面内任取一点 M,连接OM,称为极径,记作

ρ＝|OM|􀆰从Ox到OM 所形成的角,称作极角,记作θ􀆰点M 的坐

标用有序数组(ρ,θ)来表示􀆰如图７Ｇ６Ｇ１８所示．
直角坐标系与极坐标系的关系:

图７Ｇ６Ｇ１９

x＝ρcosθ
y＝ρsinθ{ ,x２＋y２＝ρ２

２􀆰２　 利用极坐标系计算二重积分

用极坐标系下的曲线网,如图７Ｇ６Ｇ１９

ρ＝常数,θ＝常数

将区域D 分为n个小区域􀆰除靠近边界曲线包含边界点

的部分外,其余部分的小区域面积可看作是两个小的扇形

面积之差,即

Δσi＝
１
２
(ρi＋Δρi)２Δθi－

１
２ρ

２
iθ＝ρiΔρiΔθi＋

１
２
(Δρi)２Δθi,

当Δρi 与Δθi 充分小时,Δσi≈ρiΔρiΔθi,故极坐标系下的面积元素为dσ＝ρdρdθ,从

而有极坐标系下的二重积分

∬
D

f(x,y)dσ＝∬
D

f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρdθ．

图７Ｇ６Ｇ２０

极坐标系下的二重积分同样可以化为二次积分来计

算．一般,极坐标系下的二次积分的次序是先对ρ,后

对θ􀆰设当过极点的射线穿过D 的内部时,与边界曲线的

交点不多于两个,于是,可将极点与积分区域之间的关

系分为三类:
(１)极点O 在区域D 之外

如图７Ｇ６Ｇ２０,设积分区域D 可以表示为

D＝{(ρ,θ)|ρ１(θ)≤ρ≤ρ２(θ),α≤θ≤β},

—００２—
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其中ρ１(θ),ρ２(θ)在区间[α,β]上连续,则

∬
D

f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρdθ＝∫
β

α
dθ∫

ρ２(θ)

ρ１(θ)
f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρ．

图７Ｇ６Ｇ２１

(２)极点O 在区域D 的边界上

设区域D 是如图７Ｇ６Ｇ２１所示的曲边扇形,则D 可以表

示为

D＝{(ρ,θ)|０≤ρ≤ρ(θ),α≤θ≤β},
所以

∬
D

f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρdθ＝∫
β

α
dθ∫

ρ(θ)

０
f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρ．

(３)极点O 在区域D 内

设区域D 的边界曲线为ρ＝ρ(θ),如图７Ｇ６Ｇ２２所示,则区域D 可以表示为

D＝{(ρ,θ)|０≤ρ≤ρ(θ),０≤θ≤２π},
所以

∬
D

f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρdθ＝∫
２π

０
dθ∫

ρ(θ)

０
f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρ．

图７Ｇ６Ｇ２２

　　　　　
图７Ｇ６Ｇ２３

　 计算∬
D

(x＋y)dσ,其中区域D＝{(x,y)|x２＋y２ ≤２x}．

解　积分区域D 如图７Ｇ６Ｇ２３所示,设x＝ρcosθ,y＝ρsinθ,则在极坐标系下,积分

区域D 可以表示为

D＝ (ρ,θ)０≤ρ≤２cosθ,－
π
２ ≤θ≤

π
２{ } ．

所以

∬
D

(x＋y)dσ＝∫
π
２

－
π
２

dθ∫
２cosθ

０
f(ρcosθ,ρsinθ)ρdρ

＝
８
３∫

π
２

－
π
２

(cosθ＋sinθ)cos３θdθ＝π．

　求球体x２＋y２＋z２≤４a２被圆柱面x２＋y２＝２ax(a＞０)所截得的立体

(含在圆柱面内的部分)的体积(图７Ｇ６Ｇ２４)．

—１０２—
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图７Ｇ６Ｇ２４

解 　 由对称性,

V＝４∬
D

４a２－x２－y２dxdy,

其中D 为半圆周y＝ ２ax－x２ 及x轴所围成的闭区域􀆰在极坐标系中,闭区域D 可

用不等式

０≤ρ≤２acosθ,０≤θ≤
π
２

来表示．于是

V＝４∬
D

４a２－ρ２ρdρdθ＝４∫
π
２

０
dθ∫

２acosθ

０
４a２－ρ２ρdρ

＝
３２
３a

３∫
π
２

０
(１－sin３θ)dθ＝

３２
３a

３ π
２－

２
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

习题７Ｇ６

１􀆰用二重积分表示以曲面z＝x＋y＋１为顶,以矩形区域D:０≤x≤１,１≤y≤３为

底的曲顶柱体的体积．

２􀆰利用二重积分的性质,比较积分∬
D

ln(x＋y)dσ与∬
D

[ln(x＋y)]２dσ的大小,其中D

是由直线x＝０,y＝０,x＋y＝
１
２

和x＋y＝１所围成的区域．

３􀆰利用二重积分的性质,估计积分∬
D

(sin２xsiny＋２)dσ的值,其中D 是矩形区域,

０≤x≤π,０≤y≤π．

４􀆰将二重积分∬
D

f(x,y)dσ 化成两种不同次序的二次积分,其中积分区域 D 是由

x＝－１,x＝２,y＝１和y＝４所围成的闭区域．

５􀆰将二重积分∬
D

f(x,y)dσ化成两种不同次序的二次积分,其中积分区域D 是由y＝

—２０２—
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x
２
,y＝３－x 和y 轴所围成的闭区域．

６􀆰改变二次积分∫
１

０
dy∫

y

y
f(x,y)dx 的次序．

７􀆰计算二重积分∬
D

xydσ,其中D 是由抛物线y＝ x 及x＝１,y＝２在第一象限内所围

成的闭区域,

８􀆰计算∬
D

(|x|＋|y|)dσ,其中D:|x|＋|y|≤２．

９􀆰计算二重积分∬
D

e
x
ydσ,其中D 是由抛物线y２＝x及x＝０,y＝１在第一象限内所围成

的闭区域,

１０􀆰利用极坐标计算∬
D

ex２＋y２dσ,其中D 是由圆周x２＋y２＝４所围成的闭区域．

总 习 题 七

一、单选题

１􀆰下列函数中,有且仅有一个间断点的函数为(　　)．

—３０２—
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A􀆰f(x,y)＝
y

x－y
　　　　　　　　B􀆰f(x,y)＝

xy
x２＋y２

C􀆰f(x,y)＝
x

x＋y
D􀆰f(x,y)＝|xy|

２􀆰已知函数f(x,y)＝
xy

x２＋y２
,则f(x,y)在点(０,０)满足(　　)．

A􀆰极限存在 B􀆰连续

C􀆰极限不存在 D􀆰可微

３􀆰若二元函数z＝f(x,y)的偏导数存在,则fx(x０,y０)＝fy(x０,y０)＝０是函数z
在点(x０,y０)取得极值的(　　)．

A􀆰充分条件 B􀆰必要条件

C􀆰充要条件 D􀆰既非充分又非必要条件

４􀆰下列各式中不能表示为某个函数的全微分的式子为(　　)．

A􀆰ydx＋xdy B􀆰ydx－xdy
C􀆰xdx＋ydy D􀆰xdx－ydy

５􀆰设f(x,y)＝ x２＋y２,则下列说法中错误的是(　　)．

A􀆰(０,０)是驻点 B􀆰(０,０)是极值点

C􀆰(０,０)是极小值点 D􀆰(０,０)是最小值点

二、填空题

１􀆰平面xOy上的双曲线y
２

４－x２＝１绕x轴旋转所得的旋转曲面方程为 ．

２􀆰球面x２＋y２＋z２－８x＋６z＝０的球心坐标为 ,半径为 ．

３􀆰 lim
(x,y)→(２,３)

４xy
５－x２

＝ ．

４􀆰函数z＝f(x,y)在点(x,y)可微分是这个函数在该点连续的 条件．

５􀆰已知z＝x２＋３xy＋y２,则Əz
Əx x＝１

y＝２

＝ ．

三、解答题

１􀆰某工厂生产一种无盖圆柱形桶,其内直径和高分别为３m和４m,厚度为１
２０m

,问

需要多少体积的木材?

２􀆰(２０１６年)计算函数z＝(x－y)２在点(１,０)处当Δx＝０􀆰０１,Δy＝－０􀆰０２时的全增

量与全微分．

３􀆰求函数f(x,y)＝x３－y３＋３x２＋３y２－９x 的极值．

４􀆰求内接于半径为R 的球且有最大体积的长方体．

５􀆰改变下列积分的积分次序．

—４０２—
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(１)∫
１

０
dy∫

１

y
f(x,y)dx; (２)∫

１

０
dx∫

２－x

x
f(x,y)dy．

６􀆰计算以xOy面上的圆周x２＋y２＝ax围成的闭区域为底,而以曲面z＝x２＋y２为顶

的曲顶柱体的体积．
四、证明题

１􀆰设T＝２π
l
g
,求证:lƏT

Əl ＋g
ƏT
Əg ＝０．

２􀆰设r＝ x２＋y２＋z２,求证:Ə
２r

Əx２＋
Ə２r
Əy２＋

Ə２r
Əz２ ＝

２
r．

—５０２—
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